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本文较全面地阐述夭体力学中的轨道共振问题
�

首先介绍共振向题的提法和各种共振现象�继

而介绍研究轨道共振问题的几种动力模型
、

方法和由此而得到的有关共振运动的主要特征与一些基

木结论
。

最后提出关于轨道共振问题有待进一步研究的几个课题
。

一
、

引 言

在天体力学领域里讨论轨道摄动时
，

若用分析方法�例如变换方法 【‘，一 【幻�建立摄动解
，

那

么
，

在构造相应的摄动小参数 。 的幂级数过程中
，

将会出现各种形式的小分母
。

对于第三体

摄动
，

小分母的一般形式为 ����� 一����
，
衍��澎���

， � 和 。，分别为运动天体和摄动天体 的

平均运动角速度
， ���是一有理数

，

这称为通约间题
。

当小天体绕着一个扁球形�太阳系中各

大行星均是如此�的中心天体运动时
，

小分母的形式为 ����一 ���六�
，

��六 侧���
， 言是小天

体轨道对中心天体赤道面的倾角
，

这称为临界角问题，如果中心天体又是非旋转对称的
，

除上

述小分母外
，

还有形如第三体摄动中的那一类小分母�例如人造地球卫星中
，

��小时同步卫星

的�������项特别重要�
。

若记 ���咖 一������ 或��一 ����耘�
，

那么
，

只有当 ���‘胭时
，

上

述摄动级数解才能构成
，

否则不能构成
。

�������及 曾对这种出现小分母的变换序列 的收敛

性进行过讨论 �‘�� ���������则具体用������刃�� ������方法 �按 �比 的幂展开的一种变换

方法�消除变换序列中的小分母 【�� 。

那么扩��这个临界值有何特殊意义呢�研究结果表明
，

它

不仅仅是由数学处理方法引进的一个特殊值
，

还具有某种深刻的力学含义
，

即相应的运动具

有一般运动所不具备的某些特征
。

这种力学上的特殊现象
，

就是本文要介绍的轨道共振�����
�

��� ����������� 对于��“���
，

在一定条件下
，

相应的运动将会出现一种独特的
“

奇异
”

现象
�

天平动�����������
。

上述共振现象在太阳系中是很普遍的
。

如木星轨道附近小行星带的分布 �小行星轨道与

木星轨道的共振�， 自然卫星的轨道共振�木星的 �������� 卫星 �，�，�之间的三体共振
，

土星

的第 �与第 �颗卫星之间的轨道共振等�， 人造地球卫星的轨道共振�倾角 玄侧��
�
��

‘

的轨道

拱线摆动
，

��小时同步卫星在地球赤道上空某一平衡位置附近的漂移等�
。

不仅太阳系如此
，

在其他星系
、

星团中也有类似现象
。

除轨道共振外
，
还有公转甫�道与天体自转之间的共振

，

�那�年 �月��日收到
�
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导致某种平衡�这一类问题
，

本文不予介绍�
。

因此
，

力学上的轨道共振现象几乎是普遍存在

的
，

这很自然地就引起了众多天文学家们的注意
。

早在 ����年
， ��������就在讨论小行星 ������群的运动中计算了通约引起的长周期摄

动闲
， ����年

，

��������改进了�������色的工作
，

并建立了研究限制性三体问题中轨 道 共

振的一类平均模型 〔�，一 【‘�，， 这被称为��������模型
。 ���������， ���������等人引用��������

模型
，

对共振运动的演化形态作了数值探讨 �用截面法寻找不变曲线
，

讨论周期解的稳定性

等����� 一

����
。

����
��在 �������� 平均模型的基础上作了进一步的近似

，

从而构成代数映射
，

研究了共振运动 ����二 ����在更长时间间隔内的演化形态 汇�� 。
���������则引进了研究共振

运动的一种更简单的平均模型—
理想共振模型 【们 ，

他的目的是要以此建立消除小分母的幂

级数解�按����的幂展开�
，

尽管这种形式的近似分析解并无多大实用价值
，

但由此得到的一些

简单结论却有助于我们对共振运动基本特征的了解
。

�������� 等人讨论了小偏心率�������

幻情况下的共振情况 【���
。

除上述基本研究外
，��������等人讨论了共振运动中的非引力效应

、

碰撞效应和统计理论以及与 ��������空隙的关系 〔��� 一 【��� � ��������等人专门讨论了自然 卫

星的轨道共振�土星环
，

土卫 �与 �， �������� 卫星 �，�，�等�‘
��，一 ‘��，� ����等人讨论了近地

卫星轨道处于临界角 ��澎��
�
��

‘

�情况下的拱线摆动规律 〔��，
，〔‘，，‘吕‘，� ������� 引进绝热不变

量
，

讨论了含有某一参数�该参数具有慢变化�的理想共振问题 〔���， 『��� � ����� 等人还推广了

���������的工作
，

讨论�具有两个自由度的共振间题 ‘�‘，
，「�‘，。

从 ����年起
，

我们在过去的工作 ‘”，
，【�‘，基础上

，

对共振运动开始了系统的研究 【肠，
一 〔，” 。

首先是更全面地深入讨论共振运动的基本特征
、

共振运动受各种力学因素的影响
，

然后将进

一步探讨共振运动的长期演化形态
。

这一系列研究�包括正在进行的�
，

一方面是想澄清和统

一上述研究中的一些模糊和不一致的结论
，

另一方面是尽可能地针对实际动力模型
，

探讨那

些主要力学因素对共振运动影响的规律
，

从而更好地去解释某些特殊天象�如��������空隙

等�
。

下面将结合目前已得到的有关共振运动的一些主要结论和我们的研究结果
，

作较系统的

介绍
。

二
、

理想共振的基本结论

���������的理想共振模型尽管简单
，

可它毕竟包含了主要摄动项
，
无疑是可以反映共振

运动的基本特征的
，

我们也是从这一模型着手研究共振的基本问题的
。

无论是第三体摄动中的通约情况
，

还是近星卫星�指大行星的内层卫星和近地卫星�所受

到的非球形�包括带谐项和田谐项�摄动引起的临界角间题和通约问题
。

经过适当的变换
，

消

除摄动函数中的普通周期项而保留主要共振项
，

可使这类问题简化为一个自由度的动力系统
，

相应的哈密顿函数为 ‘��， ����

���
，����臼�� ���力 ����� ， ���

其中
��夕�� ��

��力�
， ��夕�� �

‘

�夕�一 ��夕� ���
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凡�刃是哈密顿函数的无摄部分
，

而 ���力则是摄动部分
，

有

��力��
， �����

因����
��己� ���

其中 �就是摄动小参数
。

这里要说明一点
，

在临界角间题中
， �。妙�是一阶摄 动 部 分

，

而
�，伽�却是二阶摄动部分

，

量级之间关系同上
。
�是矩�动量�

， �是角坐标
。

例如
，

在第三体摄
动的通约间题中�相应于 街�玲�叮力

， �和 � 分别对应于变量 艺和����或 胃�� 二���
，

艺�甲下了�口
，

���

艺��� 一 ���� 郊
，

口二�。 � 心�一 加
，����

���、的原形式是 ���言� 在临界角间题中
，

则分别对应于 ��心而莎几万�和�一。 ，���、 的原

形式是 ������…
。

这里所引用的符号 �，。，。 ，口，
�

，

都是通常采用的椭圆轨道根数
， 户是引力

常数
。

必须注意
，��刃中常伴有偏心率 � 因子

。

例如在���。二���的通约问题中
， � 因子的形

式为 �”
一”�值��一 ��称为共振的阶

，

例如����� ���就对应一阶共振�
。

因为 。�或力
，

它将

影响共振的基本性质 「���
，

这正是���������等人所忽视的一个重要因子
。

哈密顿函数���对应的运动方程为

，一

器
一���

，�，一���‘��“

‘一器
一。��，约一

” ‘一 �“���
�二

���

其中�
‘

和�
‘

表示对 夕的偏导数
。

该方程存在一
“

能量
”

积分
，
即

��夕
，劣��而 ���

方程���中的�
‘

包含了��� 一娜
��或��一 �������形式的项

，

这正是导致小分母的原因
。

当��� 一 ����澎 �或 ��一 ����
�云�澎�时

，

方程���存在初等奇点�即平衡解妙�夕
。， �� 二。�

满足

夕�����
， �����

， 戈二���
�，�。�二� ���

显然
， �。��， 二��

， 兀， �二��
，
…

，

根据����� 和 ���气 的周期性
，

我们只需讨论 丸��和 二��

这一对
，

其余各对的结构完全相同
。

由于方程���存在积分���
，
因此

，

根据��������� 定理 ‘川

可知
，

平衡解���
，

朴�的性质可由线性化判别式

����一 �� ���

的符号完全确定
。

其中 �，�，�，�分别按下列各式

一

器
一��

’�‘��‘’

一

鲁一
’“ 一 ��，，

�，���，

�� 一
塑二
��

� ��
��

二��������

���

二 一 ��
‘����

在点���
，

朴�处取值
。

不难看出
，

�二���

那么
， 七和 �的符号就确定了平衡解的性质

，

即 七‘��对应中心��������
，

���少

记作伽
。，�。

�� 而
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加�。则对应鞍点��������
，

记作��’
，戈�

。

中心和鞍点分别对应一条根数 。，。，京不变的椭圆轨

道
，

前者是稳定的�指轨道稳定�
，

而后者则是不稳定的
。

从���式可以看出
， �的符号对 �。��和二��都是确定的

，

前者对应 ���
，

后者则有 ��

。� 而对某些问题
， � 的符号将受到 �值�确切地说

，

应是平衡解处的 己值
，

即 。�。又���
，

而

不是初值
，

这一点也容易被人们所忽视�的影响
。

这从���式也不难看出
，

在�。� �和 兀��处
，

分别有
�� 一 �君十 �

“
����

和
�二 一 �君一 �护 ����

若讨论一阶共振
， �中就含有 � 的一次因子

，

于是在 �
‘

中出现 ��� 项
，

而�
“

则会出现 ����

项
，

同时有 �才��
， �“

��
，

因此在 大。� �处总有 ��。
，

这导致���。
，

平衡点就是中心
，

其

性质是确定的， 而对�。�二��
， �将会随着该点处 � 值的变化而改变符号

，

从而改变平衡点的

性质和分布
。

当 ��。丈�，时
，

在适当的初始条件下
，

方程���的平衡解是存在的
，

其分布情况�仅对�。二

�和 二�� 而言�有下列三种
�

�
�

中心��
。

���与鞍点��
�

�万���成对出现�见图 ��
，

�
�

仅有中心尔
。

���而无鞍点伙
。�二��上的点均为常点

，

见图 ��
，

�
�

两个中心一个鞍点�见图��
。

图 � 图 � 图 �

在中心的领域内都是闭轨线
。

对于第 �和第 �种情况
，

轨线的分布都受到渐近线�� 。的
�约束

” 。

而第 �种情况�在���� ���
， ���等一阶共振中出现�就是上面分析的 ����中含 召 因

子所引起的
。

在 �。二二�� 处
，

小 � 使 ��。
，

对应鞍点， 而由初等奇点的分布规律
，

在�。二二��

上还应存在一平衡解
，

此处 �值不太小
，

仍有 ���
，

它对应中心
。

故存在两个 中
，

臼
，

但第

二个中心的邻域与第一个中心�在 �。二�处�的邻域相比极小
，

在实际运动中几乎不可能出现
。

根据上述理想共振的一些结论
，

使我们了解到以下几点
�

�
�

当 �《砂�� 时
，

在构造小参数 。 的幂级数解的过程中出现的小分母
，

实际上对应力学

上的一种特殊运动形态
。

其特征是
，

存在平衡解�中心和鞍点
，

它们是一种特殊的椭圆轨道�，

在相平面。
，

刃上具有中心性质的平衡点周围
，

是一条条闭轨线�见图 �中 ���的邻域�
，

它

们是与上述特殊椭圆轨道的偏离受到一定限制的变化椭圆轨道
，
特别是对 � 的限制

，

它表明

运动天体与摄动天体的某种经度差 茜或拱线方向 �在平衡值附近摆动
，

前者说明两天体是合
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�对��小时同步卫星而言
，

是指其在赤道上空的相对方位�在某一特殊范围内
，
而后者则说明

拱线在摆动而不是旋转
。

显然
，

上述现象对应一种稳定状态
，

这种在一定范围内的运动
，

称

为天平动�����������
，

它就是轨道共振的一个最基本特征
。

�
�

在相平面��
，

力上
，
以平衡解对应的 �二�

。

为中线
、

量级为 砂��的 �尺度为
“

半径
”
所

构成的区域�即图 �中虚线所包围的区域�
，

称为共振带
。

显然
，

当��。‘��时
，

运动是正常的
，

它对应构造 岔的幂级数解无困难， 而当 �‘���� 时
，

运动将会出现
“
异常

”
现象

。

但即使��

布�理，

在具有鞍点性质的平衡点附近
，

运动也是
“
正常

”
的

， 二 的变化不受任何限制
，

有时也被

称为循环共振 〔匀 。

对于这一类运动
，

只是接近天平动区域边界的轨道
，

相应的 �，�， 玄有振幅

较大的周期变化 �振幅达君���的量级�
，

除此之外
，

并无任何其他特征
。

因此
，

人们常把那些

属于天平动范围的运动称为共振运动
。

由共振带内轨线的分布可知
，

当仅具备 �《 “’�，�对应 夕

的条件�时
，

并不能肯定相应的运动一定是天平动
，

还必须看第二个条件
，

即 � �会或 ��对

平衡位置偏离的程度
。

我们曾给出一个具体判别运动是否属于天平动区域的条件—
能量判

别式 ‘���
。

当 �和 � 的初始值给定后
，

立即可判定它属于那种类型的共振
—

天平动或循 环
。

�
�

小分母的存在
，

并不表明摄动解中将会出现振幅趋于��的那种长周期项
。

实际上
，

小

分母引起的长周期项的振幅充其量增大到 “’招 的量级
，

而在天平动区域内闭�“’勺
，

长周期

项的振幅却随着 �的减小而减小
，

周期也在缩短
，

当 �侧 �时
，

达到
“

平衡
” �指振幅为零�状

态
，

即平衡点
。

以上所有结论都是针对二体共振中的单共振的�临界角问题也属此类�
，

这是一种主要共

振现象
。

另外
，

还存在多体共振
，

如木星的 �������� 卫星 �，�，�之间的三体共振
，

这同样可

采用上述理想共振模型进行讨论
，

结论也类似
。

但含有因子 ��“行“����入�一 �入�十 �入。少的主要

共振项 仆�， 凡
， 入�分别为三个卫星的平经度�

，

是从消除普通周期项后的哈密顿函数的二阶

部分产生
，

它们是联合摄动项
，

例如卫星�与卫星�的摄动项和卫星 �与卫星 �的摄动项的联合

项
。

因此它们的量级不再是 “ ，

而是砂
。

若仍记 ����� 一 �、 十 �、���，，��� �
，�，��

，

则三体共

振现象对应 �《 。，

而不是��砂气 这要求相应的��， ��，一 �。刃�、和 ��� �。�一 �。刃�、的值必

须接近
。

木星的 ��������卫星 �，�，�正属于这种情况
， 色�入�一 �入�� �凡在 万 附近作小振动

。

至于将理想共振推广到两个自由度�或双共振�的情况 ‘���
·「���

，

目前主要是推广按 �叭 的

幕建立无小分母的摄动解的方法
，

本文不再介绍
。

三
、

对理想共振的进一步分析

获得理想共振模型所略去的项大致有下列四种
�

�
�

含有因子���耘�沙》��的共振项
，

在第三体摄动中
，

即����若
， �����

，”
·
，

�
�

对应空间问题的倾角项��斗���

�
�

普通周期项�

�
�

摄动天体轨道的椭圆项��
�粉的

。

尽管理想共振模型考虑了主要项
，

在一定程度上是合理的
，

它反映了共振运动的主耍特

征
，

为我们了解小分母的出现所反映的力学本质提供了重要信息
。

但是上述被略去的各项究
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竟对共振运动有什么影响� 是否会改变由理想共振模型所给出的基本特征� 都是需要进一步

讨论的
。

我们曾仔细研究过这一问题脚，， 下面分别介绍所得到的一些结论
。

�
�

�义项的影响

以第三体摄动中的通约间题为例
，

共振项是以下列形式出现在摄动函数中的
，

即

�为�，一 。 ����丸衫， 北��，�
，

…

这种对应 �》�的项
，

并不妨碍把问题简化成一个自由度的共振模型�只是当 。足够大时
，

平

衡解的个数增加
，

分布情况起了变化
。

例如
，

对于��������即一阶共振�
，
增加产����芭项后

，

当 。�。
�

��时
，

其结果如图 �所示
，

有两个中心和三个鞍点
，
否则平衡解的个数和分布与理

想共振结果一致
。

若同时增加护����言和 �

如
��芭项

，

则当 ���
�

�� 时
，

结果如图 �所示
，

否则

亦与理想共振结果相同
。

由此类推
，

若再考虑�’����衫项
，

要使其结果与理想共振结果有明显

差别
，

则要求 �更大
。

而所有占考项都同时存在
，

故实际上
，

理想共振的基本特征�包括平衡

解及其分布状态�不会改变
。

图 � 图 �

�
�

倾角 落的影响

与 瓦�项类似
，

在第三体摄动的通约问题中
，

考虑玄手�
，

亦不会改变理想共振所对应的哈

密顿函数的基本形式
。

又因 落变化较慢
，

相应的问题可近似地处理成一个自由度系统
。

当云�

��
。

时
，

方程的性质不变
，

相平面恤
，

力上的平衡解及其分布状态应与 名��时基本一致，严格的

计算也证实这一结论
。

特别要提一下逆行情况
，

当 玄澎���
“

时
，

相应的共振项比顺行对应的

共振项至少增加一个 砂 因子 ， 因此
，
逆行共振效应是微弱的

，

很容易消失
，

实际上也很难发

现这种状态
。

在太阳系的小行星带中还没有发现逆行小行星的事实
，

也许正说明这一点
，

因

为没有扮演稳定角色的强共振效应存在
。
��������从数值探讨中也发现逆行小行星轨道 �假

想的�是不规则和不稳定的【���
，

这从另一侧面证明了上述结论
。

�
�

普通周期项的影响

我们在理想共振模型对应的哈密顿函数中加入主要短周期项
，

经计算表明
， 它几乎不改

变理想共振的各种特征
，

这一结果是不难理解的
。

�
�

摄动天体椭圆轨道改正项的影响

对于第三体摄动的通约问题
，

若考虑 �，裤 �， 那么
，

在平均化后的哈密顿函数中将要 出

现
�����侈 一幻
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等形式的项
，

增加了角坐标月�月加
，

仍
，

而无法再构成一个自由度的共振模型
。

但在 。�不太

大
、

而 。 和 口 的变化又较慢的情况下
，

可以在一个共振周期内
，

视 口为常数
，

从而构成一个

近似的理想共振模型
，
于是原结论仍然存在

，

只是平衡解的位置将随时间移动
，

天平动区域

也有相应的改变
。

这种近似处理的目的
，

在于探求 ��项的影响规律
。

事实上
，

当 ��不小时
，

口又随时间变化
，

平衡解的位置和性质都将发生变化
，

从而导致共振现象的消失
，

严格的计

算结果证实了这一点
。

上述结论表明
，

椭圆项的影响最显著
，

这是因为 ��子 �时
，

摄动有累积效应
。

四
、

研究轨道共振的几种平均模型

前面引用的理想共振模型
，

显然是一种最简单的平均模型�为区别起见
，

相应的哈密顿函

数记作厂
‘”�

。

尽管它能清晰地反映小分母对应的共振运动的基本特征
，

但和实际运动毕竟是

有差别的
，

特别是上一段所提到的椭圆项��
�子��的影响

。

故有必要建立更接近实际运动而又

便于探讨长时间间隔运动形态的动力模型
，

这当然应该是一种仅消除快变量�或称短周期项�

的平均模型
。

��加����模型就是一种附合上述要求的平均模型
，

它是针对限制性三体间题而建立的
，

其背景就是太阳系中处于木星轨道附近各通约带的小行星群
。

对于 ���炸����的共振问题
卜

相应的哈密顿函数尸
，

在一个会合周期 �内的平均值为

二 ���� ‘

户 �一 � 厂口不

�
’

��
����

具体积分时
，

是对平近点角�或偏近点角�进行的
，

并将户记作尸
‘幻 ，

有

二
，。 、

� 户即 ， 」 、 ，

� �知乡 ， � � � � �

� ”�”

尹
’

一 ‘

�

—
协 �口王� � ，二一

�

一 � ��一 �仁��乙 ��“乃
�兀��� �兀���

����

积分过程中
，

除时间根数 �
，�，

…外
，

其余根数均视为常数
。

利用����式给出的积分值和尸

的文字展开式即可得到户
‘�，的具体函数形式

�

户
‘幻�户��

，�，￡，�，�，

匀 ����

若是平面间题
，

则有

户
‘，，��户��

，�，� ，

匀 ����

����和����式右端函数 厂 中还包含摄动天体的根数 ��
，��等

。

相应的平均模型保留了各种长

周期项和共振项
，

这显然比理想共振模型更接近真实运动状况
，
而且由于消除了快变量 ��

和���
，

也便于数值研究
，

积分步长可取得较大
。

根据 的������� 模型的平均过程不难看出
，

即使用相当精确的数值积分方法来计算 ����

式
，

也只能给出一阶意义�即准到�仓�项�下的准确结果
，

这是因为积分过程中只将时间根数

当作变量的缘故
。

基于��������模型在平均化过程中采用的一种近似
，

我们也提出一种平均模型
，

它是直

接将 � 展成 � 和 ��的三角级数
，

消除快变量�和 ��， 并丢掉二阶以上各项
，

从而得到与
�������� 模型相当的另一种平均模型

，
相应的哈密顿函数记作尸 �，。 两种模型的差别在于

，

前
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者是一种数值逼近
， “

调整
”了��展开式中有关项�如 �， 。��的系数

，

而后者则采用一种分析展

开法
，
对应项的系数与前者的差别为二阶小量

，

这本身就是两种平均模型所
“

舍去
”
的量

。

显然
，
后两种平均模型不可能使轨道共振问题的研究得到明显的简化 � 但因它们不包含

快变量而便于进行长间隔的数值探讨
，

这对研究共振运动的演化形态是很有利的
，

而这正是

轨道共振间题研究中的一个重要课题
。

五
、

实际运动与共振态的演化

由理想共振模型给出的轨道共振的基本特征
，

呈现出一种稳定作用
，

但在实际运动中到

底如何
，

还有待进一步研究
。

当然
，

这需要考察相应的运动在长时间间隔内的趋势�即演化�
。

引言中曾提到的 ���������等人的工作
，

大部分都是探讨这类间题的
，

但并未很好地与共振特

征联系起来
，

也未得到较系统的结论
。

因此
，

有必要用理想共振模型中所得到的有关结论作

为选取初始条件的依据
，

采用更精确的平均模型『
‘，’或户

‘�’�作长时间间隔的数值探讨
。

不

冠先从严格的运动方程着手也是有意义的
，

尽管这样需要花更多的计算时间
，

但对深入了解

轨道共振演化及其在实际运动中所起的作用
，
以及证实上述平均模型的合理性

，

还是很有必

要的
。

我们分别对太阳系中 �� 颗 已编号的小行星�对应 口������
，���

，

���
，���

，���
，���

，���
，

���
，����作了轨道数值计算

，

积分长度为 ��‘
一�护 年

，

主要结果如下 ‘川
�

�
�

若取木星轨道偏心率 ���。
，

则
“

实际
”运动的结果与理想共振给出的结果基本一致

。

原属于天平动情况的
，

其主要特征未改变
，

而且平衡点的位置和天平动的区域亦几乎未变
。

�
�

若取 ��二�
�

����， 则 �� 颗小行星中的大部分�包括原属于天平动和循环两种情况�的

运动状况与理想共振模型给出的结果几乎一致
。

但下列几种情况例外 �指共振特征 消 失�
，

即

��� 在理想共振模型中处于天平动区域边缘或接近边缘�有时被称为浅振区�的，

���高阶共振
，

如对应 ���� ���的小行星����， 在 �一 ��� ����年时
，

共振现象开始消

失
。

那些仍然处于天平动区域的运动
，

其平衡点的位置发生移动
，

而且移动的状况与第三段

中的近似分析结果基本相符
。

那些在理想共振模型中很接近中心的运动�也称为深振�十分稳

定
，

相应的根数变化也较小， 不过随着 ��的增大
，

象这类深振状态也会消失
。

另外
，

处于天

平动区域边缘的运动�也称为浅振�
，

相应的根数变化较大
，

其量级可明显地超过。����勺
，

显

示出某种不稳定状态
。

上述结论清楚地表明
，
影响共振特征的主要因素是摄动天体的轨道偏心率��仓�铸��

，

而

短周期项的影响却可略去
。

这就证实了要进一步探讨共振态的演化或仔细考察某种因素的影
，

响规律
，

采用平均模型户
�，，或护

‘” 是合理的
。

除上述结果外
，

我们还针对近地卫星的临界角间题和 �� 小时同步卫星的 ���� ��� 通约

间题
，

作了数值探讨
。

结果表明
，

临界角对应的共振效应很微弱 �因主要共振项 ����� 伴有

沪 因子�
，
在实际运动中很难出现， 而 �� 小时同步卫星运动的共振效应比较明显

，

其位置摆
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动�相对地球旋转坐标系中的平衡点�的周期
，

一般只有几年
，

但 日
、

月摄动可使其共振特征

完全消失‘，，，。

六
、

轨道共振研究中的几个课题

根据前面几段的介绍
，

在轨道共振问题的研究中
，

显然有下列几个方面是需要进一步探

讨的
。

�
�

对于第三体摄动中的通约向题
，

摄动天体轨道偏心率��项的影响
，

有待进一步的系统

研究
。

我们认为
，

应在理想共振模型的基础上合理地选择适当的初始条件
，

再利用较准确的平

均模型进行数值探讨
，

以搞清在不同状况下。，项的影响
，
以及同一初始状况下共振运动随匀

，

的变化规律
。

�
�

进一步将不变曲线 �截面法�
、

周期解的稳定性�特征指数�等方面的研究与共振状态

密切联系起来
，
以搞清不同角度得到的结论之间的关系

，

从而更深入地了解共振运动的变化

规律
。

�
�

第四体的摄动影响
，

这对研究偏心率较大的小行星轨道的演变是有一定意义的
。

�
�

上述研究都是对应引力作用的
。

为了使轨道共振研究更接近真实背景
，

有必要考虑非

引力因素
，

如耗散因素等
。

这些研究
，

对于理想共振模型而言
，

都带有动力系统的
“

结构
”
稳定性的含义

，

因此
，

对

解释太阳系中�������� 空隙是有益的
。
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