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提 要

本文对常用的数值方法 ������
、
������

、
���

、
���

、
��������

、

������ 和 �����方

法�就四个主要指标�局部截断误差
、

数值稳定性
、

复杂性和普适性�进行评述和比较
，
并提出一

些初步的结论供数值积分工作参考
。

一
、

方 法

本文只讨论能用于建立精密星历表的数值积分方法
，

没有涉及星团
、

星系团及动力体系

数值探索中所使用的一些低阶的只用于定性研究轨道统计特征的数值方法
�

目前在国际天体力学和天文动力学中广为使用的主要数值积分方法为以 下 几种�可参阅

评述文章〔 �〕和 〔 �〕�。

�
�

�����
，

������方法

这是经典线性多步法中的两族
，

分别 用 于积分一阶的或二阶的微分方程组
。

�����方

法的预报公式 �����一��������� 早在 ���� 年提出
，

����年建立了改正公式 �����
一
����

�

���
�

������方法的预报公式建立于 ���� 年和 ��胜年
，

称为 �����
��方法

，

而其改正公式则

由 ������和 ��������� 于���� 年提出
，

称为 ������公式�关于这种方法 的 历 史
，

参见文

献〔 �孙
。

当二阶微分方程右端含有一阶导数时
，

两种方法应当联用
，

常记为 �����一�����

方法
�

它有很高的计算效率
�

技 ��������� 等 〔‘�在 ��� 第 �专业委员会�天 体 力学�部份成

员中统计
，

使用率也最高
，

约占幼�
�

�
�

���������一�����一���������方法

经典的四点四阶 �����一���������方法为 ����� 在����年提出
，

并为 ���七� 于����年

所发展
，

现在已几乎不用于建立精密星历表
�

经典的 �� 方法尽管是单步法
，

可以变步长
，

但为了变步长要耗费大量计算
�

�������� 【‘�在 ���� 年提出的嵌套技 术 可在每步终了时方便

地估计局部截断误差
，

以决定本步计算是否有效和估计下步步长
。

常用的有 �������
，

���

����
，

�������三个算法
�

���������
’ �在 ����年也发展了直接积 分 二 阶微分 方程 组 的

�� 嵌套方法
，

常称为 ����������一�����一����峪�
一

���������方法
�

按文献 〔 �〕的统计
，

���方法的使用率约占��
，

但在中国目前用得很普遍
�

� 国家自然科学基金资助项目
。

����年 ��月 �日收到
�



�期 黄天衣
�

各种精密星历数值积分方法间的比较 ���

�
�

���外推方法

本世纪 ��年代
，

由 �����
、

��������和 �����三人先后的努力
，

把 ���������� 外推法的

思想予以改进
，

建立起来一种新的外推方 法 �参见文献 〔 �〕 ，

原理可见文献 〔 � 〕�，

常 称 为

��� 外推法
，

有时也称为 �����一��������外推法
。

它从一种简单的低 阶 方法������ 的改进

的中点法�算得的结果进行有理多项式外推而得到高阶的结果
。

在外推过 程 中只涉及代数计

算
，

同时可随时估计局部截断 误 差 以 决定外推是否应当中止
�

文献 〔 �〕得 出 的 使 用率为
���

。

�
�

��������方法

��������于 ����年在研究彗星轨道的 过 程 中 发 展 出 这一方 法 〔��。 后 来 发 现 它 与

�����
��提出过的隐式 �� 方法等价

�

然而
，

这只是理论上的等价
，

在 实 践上 �� ������的

算法有很强的优越性
，

不仅大大地节约了内存
，

也减少了计算工作量
，

而且可以把方法的阶

提得很高而不会遇到任何困难
。

在本文介绍的方法中
，

这是唯一的方法
，

既可以达到任意高

的阶
，

又可适用于任何类型的课题
。

文献 〔 �〕统计出的使用率为 ���
。

�
�

������级数方法

纯 ������ 级数方法因高阶导数难于计算而罕 见 使 用
。

由 ���
�
在 ���� 年 【吕�， � 二 ， � �

在 ��邓 年�。 �和 ������� 于 ����年�’ “ �发展起来的 ������
一
���������� 方法

，

使用 ����������

的递推技术来计算高阶导数而可达到任意高的阶
。

类似的
，

还有 ������
����

、

�������
‘ ’�发

展起来的 ��� 级数方法也属于这一类
。

最近
，

我们 看到一个软件 ������
，

可以实现右函

数为初等函数的复杂组合的微分方程的数值解
。

这类方法不能适应复杂的力学模型
，

但能实

现高精度
。

文献〔 �〕对各种 ������ 级数方法的统计使用率为 ��
。

�
�

�����方法

经典的 ����
�

、

������方法只能用于等步长计算
�

�����
犷’ ��在 �� 年代末到 ��年代做

的系列工作中用差商代替差分
，

实现了变阶变步长计算
�

美国喷气推进实验室�����在建立

��系列历表时
，

用的就是 �����方法
。

从第二节到第五节就数值方法的四个主要指标 〔‘ “ �对这些方法进行比较和评述
�

二
、

局部截断误差

数值方法逐步积分公式的准确度可用局部截断误差 ��� 表示

��� � 二 ， 一 二��
，
�� ������二铲

� ‘ ，�，
� ‘ � ���，

� “
� ���

其中 二 。

是当前面各步都无误差时积分一步的数值解
，

而 以�
。
�是准确解

，
二 ， ‘，十 ‘ ’

是 以�� 在八

处的第 �� �阶导数
，

�为步长
，

����为系数
�

整数 �给出 ��� 的主要特征
，

称为阶
�

各

种方法的阶的情况见表 �
�

当阶相同时
，
���� 绝对值的大小起着比较 ���大小的作用

�

各 类 方法中 ������ 级

数方法的 ���� � �八���� �
，

收敛得很快
�

一种在多步法中引入 高 阶 导 数的多导多步法

�������
‘��是 ��了��� 级数方法和 �����，

������方法之间的妥协
，

���� 很小
，

但同样

存在计算高阶导数的困难
。
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�

一
表 � 各种方法的阶

�

需��眨 常 用 阶 最高阶有否限制 有限制的原因

������

������ �一�� 有 数值不稳定

��� �一� 有 公式和计算太复杂

��� �一�� 有 舍入误差积累

�������� �一�� 无

������ �一 基本上无 阶数提高时计算量增长很快

——
�一一一一一一一一�一一一一一一 �

����� �一�� 有 数值不稳定

三
、

数值稳定性

稳定性表示误差的传播规律
，

是决定误差积累的主要因素
�

它由两个因素组成
�

�力 所

积分的微分方程在所计算的轨道 的邻域内对初值的 月���� 。 。 稳定性
�
���数值方法的数值

稳定性
�

为区分这两个因素
，

在讨论数值稳定性时
，

常用给定的试验方程 兔 � 入二 或 父 � 入二
�

对一个给定的数值方法
，

当给定 入时
，

�有一 个 最大值 �二。
。

当实用步长 ���
��� ，

方法是

数值稳定的
，

误差合理地增长
�
当 ���二��

，

方 法 是数值不稳定
，

误差以指数规律增长
�

显

然 �。
，二

越大数值稳定性越好
。

������级数法
、

��������方法
、

���方法有一个共同的特点
�

阶 �越高
，

�二
�二

越大
，

不存在数值稳定性问题
。

���的数值稳定性至今未见有讨论
�

�����
、

������
、

�����方法属于多步法
�

它的特点是阶�越高 则 ���
�二

越 小
�

表 �给

出经典的 �����
、

������方法的 �。
。 二
值�‘��

，

从表 �可得出结论如下
�

��� �上升
，

��
��

下

降
，

当 ���� 已没有实用价值
。

�幻���校正公式�的 ��
�二

最大
，

其次 为 �����预报校正�
，

衰 � �����，
�������方法的 �二

。 �

�����

�久�斌二丁�
���� �

�

����
�

����
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

����
�

����
�

��� �
�

��� �
�

���

�

� �一��

一
一

一

一
�

��
�

����一一����������一�‘ ����� �
�

一
�

�—

一
—

一
�

—

一
一

一一

一����

一一�一一

一�一��一�一�一一�一一����

一一�一一

�����
�

�

��� �
�

��� �
�

����
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

����
�

����
�

��� �
�

����
�

��� �
�

���

�孟二一��

�
�

����
�

����
�

����
�

��� �
�

��� �
�

����
�

����
�

����
�

����
�

��� �
�

����
�

����
�

���

�
�

����
�

��� �
�

����
�

��� �
�

�马��
�

��� �
�

����
�

��匀 �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

��� �
�

���

������

�大�一�〕

�
�

��� �
�

����
�

����
�

��� �
�

��� �
�

����
�

��� �
�

����
�

����
�

����
�

����
�

����
，

���

�
�

��� �
�

����
�

��� �
�

��� �
�

����
�

��� �
�

����
�

����
�

��� �
�

����
�

����
�

����
�

���

�
�

����
�

����
�

��� �
�

����
�

��� �
�

��� �
�

��� �
，

��� �
�

��� �
�

��� �
�

����
�

��� �
�

���

�
这里 ������方法的形式为第六节的���式

�
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然后是 ���预报公式�
。

另外
，

实算表明 ��� 比 �� 的数值 稳 定 性差
，

而 ����米

算法 〔’�】

介于 ��和 ����之间�����
军
指校正后右函数的摄动 部 份 不 重 算�

。

��� 对 入� 了 一 �
，

�����方法的稳定性远弱于相应的 入� 一 �的 ������方法
。

而把 交 二 一 � 化 成 两 个一阶方

程 � � �
，

夕二 一 二 后
，

特 征值 久正是护
�

二飞
�

这就是为什 么用 ������方法直 接积分二阶方

程
，

比把二阶方程变成一阶方程组后再用 �����方 法为好的原由
�

对于轨道动力学问题
，

实际情况接近于 ￡ 二 一 戈

四
、

复 杂 性

复杂性指的是积分一步所需工作量的大小
。

积分一步所费机时 �由两部份构成

� � �朋 � ��� ���

�。 是右函数计算时间
，

犷��� 是除计算右函数之外所用的时间
�

对人卫轨道等右函数比较复

杂的问题
，

�。 � 《 �二
，

复杂性可用积分一步所需右函 数 计算次数�来表示
。

对限制性
、

三体

等右函数比较简单的问题
，

必须注意 �阴 所占的比重
�

这 时 没 有恰当的量可表示复杂性
，

常用机时�
，

但它与待积分的轨道的性质和程序编制有关
，

也可以用每步积分中除右函数计

算外所需乘除法的次数
，

但一般情况下难于统计
，

表 �中用 ����� 的定性情况予以表示
�

从表 �可见
，

就复杂性的指标而言
，

没有第二种方法可和 经典的 �����
、

������方法

相竞争
。

此外 ���方法的效率比较低
，

���也不高
。

当微分方程右函数比 较 复 杂 时
，

在

单步法中应当鼓励使用 ��
���

��� 方法
�
当右函数十分简 单 时

，

应 当 使 用 ������ 级 数 方

法
�

裹 � 各种方法的友杂性

一犷飞一一之址星…一 右函数计算次数� �。 ，
��

�阶 �����
�

������

�� �
‘ � 可忽略

�阶 �����
，
������

���� 可忽略

�������
�������
�������
�������

可忽略

�阶���
�阶���
��阶���
��阶���
�哎阶���

较小

�阶�������� 较大

�阶

�阶

������

����� 与 �����
�

������同

�越大越接近于 �

较大
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�】了 立仓 之壬
』
切

占

�」‘ 、
曰 �上已 �二二

评价数值方法好坏的最后一项指标是普适性
。

主要表现在两个方面
�

��� 能否适用于各

种类型的微分方程
�
��� 能否灵活地变阶变步长以计算中等或较大偏心率的轨道

�

裹 � 各种方法的，适性

认乒
遭翅

�

…适用的微分方程 …适用的轨道 …变 步 长
�

变 阶

��
�

蔽刃
�
一

� ，���心率 � 很难 � 很难

�
一

������ � 二阶微分方程 � 小偏心率 � 很难 �
’

很难

��� � 一 � 一 � 容易 � 很难

��
�

� 一 �
’

一 … 容易
�

一
�

飞专
������

�
一

�
一 � 容易

下
一

很难

一一五瓜乡孟
一

不 右函数比较简单

�����

很客易

容易

很容易

容易

�
表示几乎没有任何限制

�

表�列出各种方法的普适性情况
。

这里不考虑轨道处于混沌区的情况
，

那时所有的方法

对精密星历表都无能为力�’��
，

而且就得到轨 道 统 计特征而言
，

毫无必要使用高阶的方法
。

这里也不考虑刚性�������微分方 的情况
，

那时上面介绍的方法都不甚有效
�

天体力学微分

方程通常不是刚性 的
。

从表 �可见
，

就普适性而言
，
�����

、

������方法是最差的
，

而 ���方 法最好
�

���

方法可以用外推次数来变阶
，

可以避 由于步长取得不当而必须重算该步
。

六
、

�����
、

������方法的最佳形式

综上所述
，

就计算效率而言
，

现代发展起来的方法还没有一个可与经典的 ����
�

、

�����

方法相比拟
。

因而
，

当轨道为近圆的和右函数比较复杂时
，

应 当使用 �����一������方法
。

多数人造卫星能满足这两个条件
。

由于 �叫���方法的数值稳定性远比加
���方 法 为 好

，

一般情况下应当使用以坐标而

不是以根数为变量的运动方程
。

在书籍和文献中
，

������方法却以多种形式出现
。

最基本的形式是 �步公式

� 。 十 �一 �二
， � 二 ， 二��艺日

�

�
， � ，一 。

���

���式右端可改用差分形式
�

以校正公式为例
夕

� ， 十 �一 ��
， � � 。 一 �二��艺 。 �‘

�
� � ，

���



�期 黄天衣
�

各种精密星历数值积分方法间的比较

这里 �丫
。 、 �
是 了

。 ， ，
的 �阶向后差分

。

因为差分还 要 由 函数算得
，

���不具有减少舍入误差

的优点
。

从计算方便来说
，

���比���优越
，

但���有容易判断 ��� 和易于变阶的优点
�

�����

的变阶变步长方法正使用了类似���的形式
。

另一种形式是把���的左边写成 ������ 级数 〔‘��

� ， � ，一 二 。 一 人兔
， � �

�

艺
��

�
。 、 工一 ‘

���

�劫式明显出现 衡
。 。

因为 �
。
的积分结果精度一般不如 二 ，

高
，

同时当 �不显含交时
，

�助式不

能独立使甲
，

���不如���
。

然而当右端使用 �的高 阶 导 数 时
，

类似�动的形式有 明显的优

点�’ “ �
。

还有使甲二次和分 ��和一次和分
工
�的 �

����公式

“ 二 �· ��二
�� “ �万

�。
�二卜

�
���

� 。 、 ，二 ���
， ， ，��

�

艺
�� ， ，一 �

���

在天体力学历史上
，

���用得最多
，

至今仍得到广泛使用
，

常称为 ��
��卜�����

�� 方法或第

二 �“ � “ ��方法
�

多个作者�” ’ ��〕试图说明与���相比
，

���具有精度高或改进 舍 入 误差的优

点
�

然而可 以证明�“ ‘ �
，

���和���相比在代数上是等 价 的
，
也不具有减少舍入误差的功能

�

��
������

���曾证明了一个至今不太为人所知的结论
�

形式���与���相比
，

具有减少舍入误差

积累的作用
。

如果说���
、

���舍入误差积 累 和积分步数�的平方 �
“
成比例

，

���可望与�

成比例
。

因此
，

这里推荐使甲一次和分的 �����公式���
，

它可以与不用和分的 �����方

法联合使用
�

七
、

一些初步的结论

近些年来
，

与投入发展新方法所作的努力相比
，

在各种类型问题中对各种方法迸行交叉

比较显得太不够了
。

已有的一些比较工作
，

可见文献〔邓
，

妞
，

邓
，

邓
，

盯〕
�

以下所列的
，

只能说是在上述的分析和我们有限实践的基础上得出的一些初步结论
�

�
�

对近圆轨道和右函数比较复杂的问题
，

应当使甲 ����� ，

�����方法
，

其中 � �

方法应采用具一次和分的 ������方法
�

�
�

对于圆型限制性三体问题这类右函数 形式比较简单的问题
，

应当使用 ���拓�

方法
�

�
�

对于中等偏心率轨道的精密星历表应当使用 �����或
�
����� 方法

�

���方法一

般效率不高
，
���方法最低

。

但对步长要经常变化的情况
，

���方法由于 灵活地变阶有可

能比较优越
。

�
�

只有 ������ 级数方法和 ��������方法能达到很高的阶而实现超 高精度计算
。

其中

�� ������ 方法可适用 型的 方
�
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�
�

对于大偏心率的轨道
，

应当使用正规化技术
，

或采用自变量变换 〔�吕，�。 �
，

不应当认为

方法能变步长而不进行变换
。

剧烈而经常地变步长会严重地影响结果的精度
。

�
�

对于能变阶变步长的方法
，

有两个问题切需注意
�

���尽可能准确地估计下一步应用

的阶或步长
，

以最大限度地防止因积分一步失败而重新计算该步
�
�幻阶 和 步长的渐变方案

优于剧烈变化�如减少一半或扩大 �倍�
。

后者往往会降低效率或造成精度损失
。

�
�

对于建立精密星历表的数值积分
，

应当采用基于能量积分的稳定化技术 〔“ 。，�� �
，

以消

除沿迹误差
‘

这项技术配以使用一次和分的 ������方法或其他单步法
，

可 做到在一定时间

段内保证误差的线性增长
。

�
�

低精度要求的计算应当用低阶方法
�

高精度要求的计算则用高阶方法
。

�
�

计算精密星历表的程序应当附有 用 开关控制的精度检验程序
。

关于精度检验方法
，

可参阅文献�方
，
�幻

。
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