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摘 要

系统地介绍了近年来对 H a m ilt
o n 系统数值计算新建立的辛算法和线性对称多步法

,

并

对它们在动力天文中的应用作了一简要 回顾
。

关 健 词 天体力学

1 引 言

动力天文中
,

大多数问题均可用 H a m ilt o n 正则运动方程来描述
。

H a m il ot n
系统的研究

是动力系统研究领域中的一个重要课题
。

由于对大多数 H a

面lot n 系统均得不到解析解
,

故在

研究中常常借助于数值方法
。

因此
,

数值方法在 H aln il ot n
系统的研究中占有较重要的位置

。

在 H a n五lt o n 系统求解时
,

常用传统的数值方法主要有两类
:

( l) 单步法
,

如 R un g --e K u t at

方法 ;
(2 ) 线性多步法

,

如 A d a m s 方法和 C o

we n 方法
。

然而这些传统的数值方法均使 H a m il ot n

系统的能量随时间呈线性变化
。

这显然会歪 曲 H a

iln lot n 流的整体特征
。

对于动力天文中的一

些问题
,

如最简单的二体问题
,

能量随时间呈线性变化将导致近点角经度的误差随时间呈平

方增长 (这是因为运动角速度依赖于能量 )
。

这种严重的误差积累是由数值方法本身造成的
,

因为传统算法对应的差分系统都是一耗散系统
,

即其步进算子的 J ac o hi 行列式值不为 l
。

为

解决这一误差严重积累问题
,

可采用能量控制方法 l卜 4 1
,

这是一种人为的对算法造成的能量

变化从某个方面对运动进行补偿
。

这种补偿
,

在一定条件下
,

可使传统算法下 的近点角经度

误差被控制为随时间呈线性变化 12 一 4 }
。

近年来
,

对于 H a m i l t o n 系统
,

由冯康等人建立的辛算法 ( s y m p le e t ie A l g o r i t h m ) 保持了
H a m i lot n 流的辛结构

,

使得系统的能量不发生长期变化 [” 一 7 }
,

因而在动力天文研究中正逐渐

被采用
。

Qul ul an 和 肠
e m ia en 在将线性对称多步法应用于 H a m il ot n 系统时

,

发现对保持系

统的能量有一定的效果
,

且建立 了高阶线性对称多步法 ls]
。

下面就对这两种算法 (特别是理

论依据极强的辛算法 ) 的思想及构成作一介绍
。

国家攀登计划资助项 目

19 95 年 3 月 1 日收到



天 文 学 进 展 14 卷

2 H a ml it o n 系统与辛算法

考虑 H a mlt io n 函数为 H = H (p
,

刃 的正则系统
:

寸= a H /即
,

户= 一 a H /丙 ( l )

这里 q 任 R ” ,

尹 〔 R “ ,

它们是一对正则共扼变量
。

系统 ( l) 有一非常重要的整体几何结构
,

即其相流 。务保持辛结构 ( S y m p le e t i e S t r u e t ur e
) 1

9 1
,

数学上可表示为

(夕孙)
* 。 2 = ` 2 ,

( 2 )

这里 (g孙)
*

为 g补的拉 回 (p
u n b ac k ) 映射

,
曰 2 是 R Z“ 上的一个非退化的闭的微分 2一 形式

,

即辛结构
。

如将 。 2 作用到任意两个不为零的切向量 若
,

刀 上
,

则有

((夕孙)
,

若
,

(夕孙)
*

, ) = (石
,

刀)
,

(3 )

这里 (g孙)
,

是 g补的切映射
,

(石
,

叻 的定义如下

(;
,

。 ) 一 ; T J 刀
,

一 (
O

一 E 。

凡 、
O /

(4 )

O 为 n 阶零方阵
,

凡 为 二 阶单位方阵
, " T ”

表示转置
。

这样由 (3 ) 式可得

( ,升)石J (。孙)一
.J (5 )

在 R Z” 空间中
,

一个映射的切映射就是此映射的 J ac ob i 矩阵
。

如分别记 纵+ 1 时和 nt 时的 p
,

q

值分别为 p。。 + 1
)

,

叮(t
。 + l

) 和 p (t
。
)

,

g。 。
)

,

则从 (5 ) 式得

、
T 了
爬(卫(红

圣士l )
i旦些

卫士必 、
/ \ d (P (艺。 )

,

q (艺。 ) ) /
r迎奥少蜓典 、

`

了
f创里华续习卫华

竺华
\ J 戈P ( t 。 )

,

q又t 。 ) ) / \ 口 (P ( t
。
)

,

q又t 。 ) )

即矩阵 ( a (p。。 + 1
)

,

g。。 + l
) ) / a伽(亡

。
)

,

g (t
。
) ) ) 为辛矩阵

。

通俗地讲
,

( 6 )

一
p。。 + ,

)
,

g ( t
。 + 1

) 是正则变换
。

时的数值解为 p。 + 1 ,

g 。 + l 和 p 。 ,

g 。

法 为辛算法 l0[ ]
。

当用数值方法去求解系统 ( l)

,合
`
t。

: 一`。 + 1一 , 。 : 尹(t
。
)

,

。 (t
。
)

时
,

如果分别记 认 + 1 时和 纵

,

则称使矩阵 ( a (p
。 + 1 ,

g。 + 1
) / 0 (p

。 ,

g 。 ) ) 为辛矩阵的数值方

3 显式辛算法的建立

经典力学中
,

大多数 H a m ll ot n 系统均具有如下可分离形式的 H
am il ot

n 函数

H (p
,

g ) = T (尹) + V (g )
.

( 7 )

若记 : 二 (p
,

的
,

则相应的正则运动方程可表示为
:

云 = {
二 ,

H } = D 。 : ,

( 8 )
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这里 D H 表示 由 Pi ss o o n括号 {
· ,

H } 定义的微分算子
。

(s) 的解可形式表示为

:
(艺) = e x p (t D ll )

z 。 = e x p [t (D 二 + D v ) ]
z 。 ,

(9 )

这里 ex p 代表指数函数
,

句 是 t = 0 时的 / 值
。

称一个数值方法是 k 阶的
,

则其步进算子 G夏

应是对系统的流算子 ex p (
二 D H ) 的 k 阶逼近

,

这里 丁 为步长
,

即应有

G夏= e x p (
二 D 。 ) + O (

二无+ `

) ( 10 )

由 L i e 群理论中的 B a k e卜C a m p b e l --l H a u s d o 全ff 公式 [` 1 ] 可以证明如下结论 11 2一 1 4 ]
:

(i )G l 全
。 x p (

二D 二 )
e x p (

二D v ) 一
。 x p (

二 D 。 ) + o (
二 ,

)
,

` I 垒
。 x p (

丁D v )
e x p (

丁D 二 ) 一
。 x p (

二刀。 ) + o (
二 ,

):

(2 )` 石 全 ` I /, o ` I /
, 一 e x p (晋刀

二
)

e x p (
二刀 v )

e x p (普D
二
) 一

e

。 (
二D 二 ) + o (

丁 3
)

,

`石 全 `丁/
, o ` I /

2 一 e x p (晋刀
v
)

e x p (
二刀二 )

e x p (看D 、
) 一

e x p (
二 D 。 ) + o (

二 3

) ;

(3 )G夏 全 ` 穿
了 。 ` g

了 o G登
了 一 。 x p (

丁刀二 ) + o (
二 5

)
,

`百 全 ` 犷
。 `拿

。 ` 犷 一 e x p (
二D H ) + o (

二 5
) ;

a 一 ` / (
, 一 , “ 3

)
,

“一
2 ’ `3 / (

, 一 2’ ` 3

)
,

则 G l 与 心石
,

G石与 台石
,

G二与 乙百分别为 1 阶
、

2 阶
、

4 阶算法
。

由于 e
xP 行D动 和 ex p (

二D v)

是辛映射
,

它们的复合仍然是辛的
,

故这些算法均是辛算法
,

且是显格式的
。

G l 的差分格式

为

{
p 。 + 1 = p。 一 二口V (q

。
) / a q。

,

g 、 + 1 = g 。 + 丁 a T (p
。 + 1

) /即
。 + 1

. ( 1 1 )

其他算法的差分格式由步进算子的定义可直接写 出
。

对于 2 阶和 4 阶辛算法
,

易证 11 2 一 l’I
:

G漏
。

G孤 = I = G石。
。

G孤
,

饥 = ( 1 2 )

这里 I 为恒同映射
。

这说明 2 阶和 4 阶算法对时间是可逆 的
。

6 阶
、

8 阶算法均可按 4 阶算法构成方法去构造
,

它们均已被建立 llz }
。

按照 (9 ) 式的表达方法
,

事实上
,

ex p (
T D动 和 ex (P

二 D v) 分别是 H aln ilt o n 函数为 T (功

和 V (的系统的相流
,

它们均是 E u ler 流 (时间 亡的线性函数 )
。

对此思想加以推广
,

一般地
,

若某一 H a m ll ot n 函数可表示为
S

H (,
,

。 ) 一 艺从 ( ,
,

。 )
,

玄= 1

( 13 )

其中每一个 从 (p
,

的独立形成的 H a m ilt o n 系统的相流 g升
`

分析上均可解 出
,

则

` I 全 。介
1 0 ,孙

2 0

…
o ,孙

。 ,

` ; 全 g介
。 。

g跳
_ : 。

…
。

g升
1 , ( 14 )

均 为一阶显辛算法 l[ 4 }
。

按照上述辛算法的构成方法
,

我们可以构造出高阶显式辛算法
。
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4 显辛算法的形式积分存在性

由 B c H 公式 ll[} 可知
,

两个不可交换微分算子 x
,

Y 的指数函数的
“
乘积

”
可用一个新

算子 Z 的指数 函数来表示
,

即

、、.召尹、 J..办6,工ù .1了.̀、、了.f、
,

e x p (X )
e x p (Y ) = e x p (Z )

z 一 x + y +
王(x y 一 Y x ) + …
2

、

对于 1 阶辛算法 G丁
,

X = 丁D T
,

Y = 丁 D v
,

则由 ( 1 5 ) 和 ( 16 ) 式有

e x p (
二 D 二 )

e x p (
二D v ) = e x p (

二 D )
,

( 17 )

万 由 ( 1 6 ) 式确定
,

它为 T 的幂级数
,

其系数是 D T 和 D v 的函数
。

如果微分算子 万 能由某

个函数 H (p
,

q
,

动 的 P io ss o n 括号产生
,

则 H (p
,

q
,

司 二 h 便为 G l 的一个形式积分
。

若令

下几 (尹
,

g )
,

J :
0H (p

,

g ) = H (p
,

, )
,

( 18 )

则 由
一 e x p

[…
( p

,

。 ,· )

}( :: )
,

( 19 )

Q=lr0
、

l
产

n忆

一一pq司/了.、、
、

,q5吼P
H

两边按 丁 的幂 次展开
,

得

( 20 )

、、飞.户Z卜介6n

Pq
/
夕..龟、

`
.

尹一创8
艺浏

一一

、

、、..̀产了

(
尹。 一 下 a v

( g
。
) / a q。

。。 + 二
E 霆

。

一(一 1 )
`

{”
`+ ` T ( ,

。
) /即才

`

」[”
。
(。

。
) /” 。

。
]
`

(2 0 )式右端中的 尹公)
,

。牙) 可用类似 D e p r i t 方法 [` 5 }递推给 出 [` 6 ]
,

它们为 jH (,
。 ,

, 。 ) 的函数
。

这样 比较 ( 20) 式两端
二 的同次幂系数

,

可以解出凡 (j = 1
,

2
,

… l)[
6 }

。

所以 方(p
,

q
, 二
) 是存在

的
。

对于 k2 阶显式辛算法
,

由其对时间的可逆性可以证明 方 (p
,

q
,

动 的形式为 11 7}

-
、

黑
二 2 ,

_ _

v(H
,

“
,
丁 ) 一共 i酉刃万橱饥

“ .)

J 一 U

( 2 1 )

另一方面
,

若原系统存在一孤立的解析积分 F (p
,

的 = C
,

C 为积分常数
,

那么对于辛算法

是否也存在相对应的孤立积分呢 ? 若令

、 (;
,

。
, 丁
) 一贷共。 (;

,

。 )
,

。 ( ,
,

。 ) 一 : (,
,

。

卜兮; 了
:

J = u

( 2 2 )

在 ex P[
-7 D万帆 。 ,二

)l 作用下守恒
,

则应有

{、
,

、 卜
}最;

: (·
,

。 )
,

最子
、 (·

,

。 )

}
三 。

.

气J = u J 一 u 少

(2 3 )
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比较 二 的同次幂系数有

{凡
,

0H } = f( 0F
,

lF
,

…
,

凡
一 1 ;

oH
,

H
I ,

…
,

马 )
,

(2 4 )

其中 了为已知函数
,

由此一阶拟线性偏微分方程解出 凡 (J = 1
,

2
,

…
,

则 F (p
,

q ,

司 便确定

了
,

这说 明辛算法也存在对应于 F (p
,

的 = C 的积分 F (p
,

q
,

动 = C
,

C 是常数
。

数值计算结果

表明 ls[ ]
,

辛算法下
,

积分 F (p
,

们 = C 与能量积分一样没有长期变化
。

特别是
,

对 N 体问

题 的 10 个经典积分
,

除能量积分外
,

其他 9 个积分在辛算法 !; 被严格保持 了 (与步长
二 无

关 ) [
` 8 ]

。

5 其他一些辛算法

广义地说
,

第三节给出的辛算法首先是对动力系统的矢量场进行分解
,

然后将每个矢量

场的流采用一定的方法进行复合才得到的
,

这与传统 的数值方法建立思想是完全不同的
,

但

如果在传统算法的建立中加入辛条件
,

我们能否建立与传统方法相类似的辛算法呢 ? 下面对

此问题作一简要介绍
。

5
.

1 辛 R u n g --e K u t t a 方法

传统的 R u n g --e K u t at 方法 的差分格式 为

+ 丁
艺几

l b` f ( ,
`
)

+ 了

艺二
一 , a `, f ( , j )

, (2 5 )
.S

<一
.

心̀

<一
` .上}

·

{
+ 1

一L V
一

= z 儿

使 (25 ) 式保辛的充要条件等价于 l[例

b`bj 一 b` a ` j 一 匀
a j ` = 0 ( 26 )

对于一定阶的显格式
,

应有 入抓i 三力 = 0
,

则上式变为

b` = a j `
,

( 2 7 )

由此导出

b
:

= a s :

= 0 (
s = 1

,

2
,

… (2 8 )

这说明无法构成显格式
。

对于保辛的 R皿 g --e K u t at 方法一般来说至少是对角隐的 l[ 例
。

5
.

2 显式辛 R u n g --e K u t t --a N y s t r 6m 方法

若 H
am ilt o n 系统中动能部分形式为

(2 9 )P
T

P

1上.勺曰

一一
、 ,声
口

P

了̀、、

T

则此 H a
m ll ot n 系统可直接用二阶微分方程表示

:

J = f ( g ) (3 0 )
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显 R K N 方法的差分格式为

。、 +二寸* +二 2

艺几
l
瓦f (。

`
)

,

寸; + 二
艺几

l b` f (。
`
)

,

。 ; + 。 二奋、 + 二 ,

E ;二互
a 。 r (。 , )

,

(3 1)

一一一一一一
唱立1火

十+kk
乞口

.。

qq
了..,、 ...、

要求 (31 ) 式保辛的条件是 12 0一 2 ` ]

{瓦
= b` ( 1 一 Q )

,

= 句(Q 一 q )
,

1 三乞二 s ,

7 < 仁
(3 2 )

文献 !20 」和 !21 }分别给出了 3 步 4 阶和 5 步 5 阶
、

7 步 6 阶辛 R K N 方法的系数 b` 和 Q
。

对于 H a n l i lot n 系统
,

辛 R K N 方法也使能量没有长期变化
,

计算时间也优于 R K 和 R K N

方法 12 2 ]
。

.5 3 线性辛多步法

对于一阶常微分方程
,

线性多步法可表为

无 无

艺
。 ` x 。 + ` 一 二

艺口`人 + ` ,

坛= 0 云= 0

(3 3 )

其中 人+ ` 为第 n + 乞步的右函数值
。

其特征多项式记为

风劫 一
艺

。才
, 。 (() 一

艺仄乙 (3 4 )

冯康在研究代数函数逼近问题时证明下述结论 !叫 :

( l) 若记 诚句二 风韵 /以幼
,

则线性多步法 (3 3 ) 对线性 H a m il ot n 系统是辛的充要条件为
:

叻f() 一叫着)
。

(z) 设 风幻与 J (劫 没有共因子
,

劝(动一叻(着) 的充要条件是
,

风钓是反对称的
, “ (的

是对称的
。

由此可以建立各阶显式或隐式线性辛多步法
。

但当线性多步法用于非线性 H a m il ot
n
系统

时
,

表现出了强烈的数值不稳定性
,

其原因是稳定区间只存在于虚轴上
,

而且没有相对稳定

区域 124 ]
。

还有其他一些类型的辛算法
,

比如用生成函数形成的辛算法
,

详情见文献 !2 5!
。

6 线性对称多步法

下述二阶常微分方程

= 一。
孟
二

方法

(3 5 )

的理论解是周期函数
。

当用传统 的 S t 6 r m er

= 一产峪艺伪、
+ ,

j = 0

(3 6 )
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求解时
,

一般得到下列形式解
x n = x o e X p (坛n

丁` )
·

( 3 7 )

这里 }叫 近似于 。 。 ,

但一般来说 ` 是虚的
,

因为将 (3 7 ) 式化入 ( 36 ) 式有

丁 2、
若= 一

!
a 、 e x p ( k

·

` 二
) + … + 。 。 e x p (o

·

艺山二 )」/ 【口
儿e x p ( k

·

葱。 二
)

+ … + 口。 e x p (0
·

`。 二 ) ]
,

( 3 8 )

这里 葱= 丫二丁
。

尸 。若是实的
,

故对于一般的 外
,

伪
, 。 不能是实数

,

否则 (3 5) 式两端不等
。

但对于一些特殊的 嘟
,

巧
, 。 可以是实的

。

L a

mb er t 和 Wa
t so

n 证明了 [叫 使 。 为实数收敛的

线性多步法 (3 6 ) 必须满足
:

。 J = 。 * 一 j
,

几 = 口; 一 j
,

j = 0
,

…
,

k
,

(3 9 )

且 k 为偶数
。

这样特征多项式 风劫和 以幼均为对称的 (sy m m et ir c)
,

由此形成的多步法就是

对称方法
。

L a

汕
e r t 和 Wb t s o n 建立了 2

,

4 和 6 阶显式对称多步法 {2 6 ] ; Q u i n l a n 和 肠
e m a i n e

于 1 9 90 年又建立了 10
,

12 和 14 阶显式算法 ls]
,

并在这些算法中加入了减少舍入误差的 A D D

方法 12 7 ]
。

对称算法对周期系统给出的解是周期的
,

因为 。 是实的
; 而传统的 S t 6 rm er 方法给出的

解是非周期的
,

因为 公 是虚的
,

其虚部使轨道随时间不断地向内或向外盘旋
,

这就导致系统

的能量有长期变化
,

对称算法恰好克服了这一不足
。

iK on
s hi at 和 N a

ka i 从理论上证明了对称

算法使 H
am ilt o n 系统的能量没有长期变化 lsz }

。

7 应用情况与展望

由于辛算法和对称算法均使 H a m il ot n
系统的能量没有长期变化

。

因而受到了动力天文研

究者的重视
,

并 已将其应用到具体的研究工作中 ! 2 9一叫
,

特别是在目前动力天文的热点课题

之一 (太阳系长期动力演化 ) 中
。

W i sd o m [3 3 }将 N 体 问题用 J ac o ib 坐标系表示
,

得到如下形

式的 H a m i l t o n 函数
N 一 l

H (P
,

。 ) 一 艺从 (,
,

。 ) +
: ” H (;

,

。 )
,

云= 1

(4 0 )

其中
,

城 (p
,

的为二体问题 H a m ilt o n 函数
, ` 是小参数

。

按照 (4 0) 式的分解
,

可构造各阶显式

辛算法
,

且截断误差比按动能与势能分解后形成的辛算法小 ` 量级
。

经 比较发现
,

按 ( 4 0) 式

分解后形成的 2 阶辛算法 (或辛映射 ) 在太 阳系动力演化中是最具效力的数值方法之一 [3 3 }
。

辛算法使系统 的能量只有周期变化
,

从而使系统 中近点角误差随时间呈线性变化
,

并使系统

中的共振对得 以长时间的保持 [3 3 ]
,

但与同阶传统算法相比
,

辛算法的截断误差要大
。

如果一个 H a m n ot
n
系统具有小耗散扰动

,

辛算法仍然有效 vl]
。

需要指出的是存在一个特别的步长
,

对称算法表现了数值不稳定性 !s6]
,

对此现象可用

共振原理加以解释
。

实际应用中这种情况可以通过取其他步长得以解决
。

随着计算机的发展
,

对数值方法要求越来越高
,

在要求具有高精度的同时
,

还要求能保

持原系统的某些性质
。

这种要求是合理的
,

辛算法正是符合了这种要求
,

所以取得了良好的
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效果
。

辛算法 的建立对 H a m il to n 系统的研究将带来重大影响
。

比如对动力系统中的著名的标

准映射 (
st a n da rdm a p pi n g )【

3 7] :

= p+ K sin q
,

= q + .P
(4 1 )

尸Q
矛

l
产、

l
、

事实上
,

它就是对具有下述 H a m il ot n 函数的系统 的一阶辛算法
,

1
月 0 (p

,

q ,一 万p` + C o s q ( 4 2 )

只要作变换
二 = 了元

,

p = 二歹
,

便有

= 歹+ 丁 s i n q
,

= q + T P
. ( 43 )

一PQr
了、 .

t

由前面的讨论知
,

这一阶辛算法存在形式积分

方(p
,

。
, T

) 一艺
n = 0

下氏 (p
T L工

的 = 五 (4 4 )

此积分的存在为研究标准映射提供了一条途径
。

辛算法 以及对称算法
,

在动力天文的研究中将会越来越显示它们的生命力
。
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