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摘 要

介绍了建立高阶引力理论 �该理论用以修正爱因斯坦广义相对论�的物理背景
，

并讨论

了暗物质问题
�

对几种主要高阶引力理论及其解作了评述
，

并尝试在不必假定暗物质存在的

情况下
，

用高阶引力理论解决有关星系旋转曲线的困难
�

但令人遗憾的是
，

至今还没有一个

理论取得完全的成功
�

指出了解决这一问题面临的困难
，

并建议寻找新的高阶引力理论
�

关 键 词

分 类 号

高阶引力理论 一 暗物质 一 星系旋转曲线

����

� 引 言

本文主要介绍高阶引力理论及其在暗物质问题中的应用 ���
�

首先回顾一下爱因斯坦广义

相对论及其主要优点
，

并指出从变分原理出发且满足一定条件的高阶引力理论将保留这些优

点的主要方面
�

爱因斯坦的广义相对论 ��� 的场方程如下
�

�岁� �脚 拌夕� � 一��拼� ����

����

其中 �� ����
，
�� 。 � �毒

，
是 �����张量

，
� 二 �洲��，

是 曲率标量
�

��
����

� 曲率张量

定义为 �不
。 ， � 氏瑞

一 隽爪
�
猛塔

一

爪华
，

其中 ����������
�符号华

二 合尹
“
�外氏

， �

�，。
，。 一 夕�，，。

�
，

夕�，
是度规 ��

�� � �。 ，��拼�� “
�

，

下标 � 表示爱因斯坦理论
�

众所周知
，

广义相对论的主要优点是
�

���这是一个广义协变的理论
，

它在任何坐标系中都成立
。

���广义相对论 自动满足局域能量 一 动量守恒定律
�

这是因为方程 ���的左边可从�������

恒等式推得 �巷共� �
，

右边也就 自动满足 珊
“ � �

，

即局域能量 一 动量守恒定律
。

���场方程与运动方程有着内在联系
，

也就是说
，

运动方程可以从场方程得到
�

����
一

��
一

��收到
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����岁是一个包含二阶微分算符的张量
，

并且它的非相对论极限是牛顿引力理论
，

而牛

顿引力理论在太阳系范围内与实验结果符合得很好
。

然而
，

不仅仅是广义相对论 ����具有 ���、 ���的优点
，

其他引力理论如果满足一定的条

件
，

也具有这些优点
。

实际上
，

任何度规引力理论都具有优点 ���、 ���广义协变性 ���
。

至于

优点 ���
，

如果一个引力场方程是从变分原理导出
，

且它的 ���
�
������ 是由��

����
� 曲率张

量构成的任意函数
，

该场方程会 自动满足局域能量 一 动量守恒 �’� ，

换言之
，

如果作用量积

分取如下形式

。 一

�凡
�。 ，‘�� ‘

���

�其中 兀� 可以是 曲率张量的一个任意标题函数�
，

那么 由对作用量 几 的变分得到的场方程

�穿 � 一��洲 满足 �妹 � �
�

当心
二 ���� 理论�时

，
�妹 � �即为 �������恒等式

。

当取

心
� 护���

��高阶引力理论 ����
、

殊
� �� 。

�洲 或 �� � �脚叩�二
“ 口���������� 高阶引力

理论 ����
、

瓜
� �口����

、

心
� �二�洲�� 以及 �� � �二叩�二

。
即���� 或者是以上各标量

函数的组合形式 �例如凡
� �。 。 �洲 一 ���������高阶引力理论 网��时

，

我们都将得到相应

的准 ���
���� 恒等式

。

任何具有优点 �
。
��场方程与运动方程内在联系的完美体现�的引力理论

必需满足以下 �个条件
�

���这是一个仿射空间的理论
�
���满足优点 ���

，

即 �贯 二 � �

��� �穿是一个对称张量 ��穿 二 �了�����
。

关于优点 ���
，

经典的牛顿引力理论 �即平方反比

定律
，

�也许是存在疑义的
，

特别当距离的尺度可与旋涡星系的尺度相比较时
，

星系的旋转曲

线可能暗示着牛顿引力理论需要修正
，

这种修正的必要性将在下节中详细讨论
。

总之
，

研究

不同于经典引力理论的另外形式的引力理论是十分重要的
。

� 高阶引力理论的物理背景 一 暗物质问题

众所周知
，
�� 是非常成功的

，

但从理论的观点看
，

它的某些方面仍然不能令人满意
�

首先
，

在引力场量子化中存在重整化的问题
，

而在高阶引力理论中
，

包含在 ���������� 中的

正比于 �� 或 �洲��
。
的项使量子化引力场不发散

、

稳定并能够重整化 ��‘�
�

其次
，

高阶引力

理论能够消除引力场的奇性问题
。

最后
，

在高阶引力理论的纯引力暴胀宇宙模型中
，

不需要

一个外加的 护 场而用高阶项代替
，

这样得到一个纯引力暴胀宇宙模型 ��，��一���，

以前宇宙的

暴胀模型 已取得很大的成功
，

但需要在广义相对论的暴胀模型中加上一个额外的 护 场和它

的相变过程才行
，

当然若能不引入 护 场就更好
。

从实验的观点看
，

现代引力实验的精度远比其他方面物理实验 �如与光学和射 电的实验

相比�的精度低 ���】
。

将质点 �� 和 �� 间的引力表达式写成如下形式
�

外�一 �一�
�� 。 ���

，

���
。
一‘“
�里畏弊

，

‘ �� ，
���

其中
�
是 。 � 和 二� 的距离

， 。 和 入是有别于牛顿定律的两个参数
。

至今
，

实验只能把 � 和

入 限于 。 � ��一� 和 入 � ����� 或 久 � ��一�� 的范围内
。

这表明在符合现代实验结果的前提

下
，

经典牛顿理论仍有很大可修正的余地
。

如果经典的牛顿引力理论在星系尺度上有效
，

明显的迹象表明存在暗物质
�

首先
，

几乎

所有旋涡星系的旋转曲线趋 向于各 自的常值 ����
。

在某些情况下
，

旋转曲线会线性上升或下
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降
，

我们通常可以把这种情况归因于运动学效应 ���
，

���
�

这个观测事实与发光物质遵循牛顿

动力学规律的分布相矛盾
，

也就是说
，

星系外围的恒星的旋转速度比牛顿理论得到的结果大

几倍
�

如果标准的引力理论是正确的话
，

则就须假设星系中存在暗物质并可借助于暗物质的

分布来解释观测到的旋转曲线
。

其次
，

在引力透镜效应观测中发现
，

正如前面一样
，

作为透镜

源的星系中总的发光物质的质量远小于从引力透镜效应观测中所得到星系应有的质量 【���
�

第三
，
�������

�
和 �����������通过数值模拟证明了任何星系盘如果仅靠 自身的 自引力

，

最终

只会变成一个旋转的棒
�

但如果有一个质量足够大的晕包围着盘的话
，

盘才能保持它固有的

形状
�

这些迹象均显示了暗物质存在的可能性
。

我们知道
，

宇宙中大约有三分之一的星系是旋涡星系
，

因此
，

如果牛顿引力理论正确的

话
，

则星系盘外需要一个由暗物质组成的大质量晕才能维持一个动力学稳定的 自转的星系

盘
。

银河系中暗物质晕的尺度可能大到 �������
���

，

其质量大约为 �
�

� � ����
�也

，

该质量约

占银河系总质量的 ��� 左右 【��、 叫
，

因此
，

如果假定牛顿引力理论在星系的尺度上也是正确

的话
，

那么星系中存在暗物质是无疑的
�

当前流行的观点认为宇宙的总质量中 ��� 以上是暗

物质 阵】 �

而且关于暗物质 已知 的主要性质是不可见和无耗损
。

但需要指出的是引力场也具

有这些性质
。

目前 已提出的暗物质候选者 已达二十多种
，

如非零质量的中微子
、

光微子
、

轴

子等 畔，���，

它们的质量覆盖了 �� 个数量级
�

然而
，

直到现在我们仍不清楚暗物质究竟是什

么 � 即使我们知道了什么是暗物质
，

我们还必须 回答为什么暗物质以这种方式分布
，

恰好能

使旋转曲线变平坦
，

人们也许会怀疑
，

根本不存在暗物质
，

可能牛顿理论不能延伸到这样大的尺度下
�

因为牛

顿引力理论毕竟是在 ����� 前在研究太阳系行星运动规律时发现的
，

这个尺度比起星系尺度

要小得多 �其比值大约为 ��
一�
�

。

如果在大尺度下修正牛顿引力理论 【��】 ，

可能根本无需假定

暗物质存在就能解决星系动力学问题
�

这种修正牛顿引力理论的方案已提出数十种 【��
，

叫
，

但

其中一些只有唯象的理论
，

它们并未以度规引力理论为基础
。

值得注意的是
，

若修改牛顿引

力理论
，

上面提及的星系盘稳定问题可以在没有大质量晕的情况下
，

同时被解决
。

�����������

利用数值模拟证明了如果引力在大尺度时
，

不是按
，一� 而是随 �一 � 规律下降 �这正是解释星

系平坦旋转曲线所要求的�
，

那么星系盘将是稳定的
。

当然
，

也有一些基于度规引力理论的

高阶引力理论
�

例如 �������� 和 ����������
，

叫 提出用共形高阶理论来解释星系旋转曲线
。

但他们的解在外解与物体的内解连接问题上存在严重的困难 ����
。

也有人提出在 �� 中加上

�昆��高阶项来解释星系平坦旋转曲线 【叫
。

但后来我们发现此解中在内解与外解连接条件上

也存在一些困难
，

这点我们将在第 �节中讨论
。

尽管到 目前为止尚未有任何一个高阶引力理

论能彻底成功解释星系旋转曲线
，

但在暗物质真正发现之前任何此类尝试都是有意义的
�

� 某些高阶引力理论及其解

爱 因斯坦广义相对论的 ���������� 形式最为简单
，

即为曲率标量 � 通过变分得到的场

方程是一个关于 外
。
的二阶偏微分方程

。

对应于其他复杂的 ���������� 的场方程
，

若其为关

于 外
，
的四阶 �或更高阶�的偏微分方程

，

则这种由非爱因斯坦 ���������� 导出的引力理论称

为高阶引力理论
。

在 �������� 提出广义相对论后不久即由��列
��和 ������������ 提出了最早的高阶引力
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理论
，

其 �眼
������� 分别为 �� 和 ��二 。 �” “ � 口�

�，。 。 几” “ “ 口
。

对应于 �鳍
�
����

�� 为 几�
、

��，
�“ “

和 �。 ，。 。 �” “ “ 口 的场方程 �犷
夕 、

�扩
夕

和 ��
夕

分别为
�

�
，，，， � 二

，

�� � � … �
� � … � … � 。

�犷
一

二 却脚 “ 易一 �“ 犷
“ 一 �允允护 “ � 二�” “

瓦
‘ ，

乙
���

�岁 � 尹
夕
�黔 � �岁

口 一

�盖。
“ “ �。 二丑口了 ，

�经 一 �穿
拌 一 ��即�答

���

嗡
“ � ��罗

了 ���黑一��娜��
“ ，

�盖。
” “ �。 二，��‘ 了�人

� ���

由于存在 �����
一

������关系
�

�犷
“ 一 ��犷

“ � ��
“ � �

，

通常只需要考虑其中 �犷
“
和 �乡

“

两个
，

再考虑物质部分的变分
，

则场方程的完整形式为
�

二�笋� 入�公
“ � 一��洲

�

���

其中
， 二 和 入是祸合常数

�

最初
，
������

���和 ������������认为爱 因斯坦场方程的所有真空解 �包括 ��加
���������

解�都是��
��和 ��������� 场方程的解

�

因为他们认为
，

当把 ��。 � �代入方程 ���、 ���
，

方程 ���将 自动为零
�

因此 �几��和 ��������� 认为高阶引力理论 已经具有物理解
�

其实这是

错误的
，

因为任何偏微分方程的解不仅应满足方程
，

还需满足边界条件
�

已有人指出 �叫
，

爱

因斯坦场方程的外解并不是 �七��和 ��������� 的高阶理论的物理解
，

因此不能与内解光滑

连接
，

也就是说它并不满足边界条件
。

�

�
�’� 也 已提出

�

如果要高阶引力理论也能成功地

解释四个经典实验的结果
。

那么该理论只能是广义相对论的修正形式
�

因此
，

在一个高阶引

力理论中
，

广义相对论的部分 � 须加到 ���������� 中
，

即

� � � � 二

护 � 入凡
，

犁
“ �

���

因此
，

高阶引力理论场方程为

� 二
� … �

瓦脚 一 二�户
“ “ � 丁�犷

一
十 ��公

一
� 一��” “

‘ 一 一
���

其中
，
�犷

“
和 �乡

�

分别由 ���
、

���式定义
�

相应于 ���式的 ���������� 的场方程的一

级近似解 已在许多文章中讨论过
，

如 ��������� 和 ��������讨论� 二 � �的近似解
，
����������

和 ����������】 得到了点质量的解
�

线性化的高阶引力场方程 ���通过利用一个三阶规范条件

也 已得到了解 【，�� ，

文献 ����中对源的对称没有特殊要求
，

而三阶规范条件显得非常勉强
，

似乎它的 目的仅是为了解复杂的方程
，

而没有明显的物理意义
�

为此
，

有人利用谐和坐标条

件替代三阶规范条件 阵�
，

然后解此线性化方程
�

我们知道
，

谐和坐标条件具有非常明显的

物理意义
�

在线性近似中
，

令

�� 。 � ，。 ， � �� 。 ，

����
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其中 ��
二，
�《 �

，

而且 、 ， � 砂
“ � �����一�

，
��

，
十�

，
���

�

通过对方程 ���的线性化和代数变

换
，

可得到
�

�一入口 � ，��委
。 ，，， 一

粤
�、� ��二 十 入��

，� 。

一
�二、�几

， 一

委、
，��

，

����

�‘ � � 。

其中 口 表示 �
，

��
�

�������� 算符 刀洲今氏
�

方程 ���的通解如下
�

��� ���� � �入、 �
，�

�。 ， � 叮，，� 九林， 一刀“ ，
�一一二�一一 �瓦 � 劝拌

， 一 ��丁 � 入��
，拌。

� 。 �
����

���

其中 �二�表示度规的爱因斯坦部分�
、

劝
，， 、

�和 � 各 自满足下列方程
�

、��产、，�
口、�，尹、‘声、�月了八��

﹄匕八���上�上���
���

了‘性、布胜了、夕吸了、了�、��了、
。 �
君�

，

一
����、�耳

， 一

告
�。二，，

��� � ���

帐
。 一 万 帐

夕

�一
�

贵�
、

一
‘�·“ ‘几一壹

�”二，一 �‘，· � ‘，“
，

二

劝臀 一 了
拜
叭

。 二 �

��� �

�二 � 一���了 十 �人少�
，

一� 一 ��
二 � �入��� � 一�二��

�

����

我们知道
，

方程 ����和 ����是谐和坐标条件
，

方程 ����是非常次的 �
，

��
�

�����方程
，

方程

����和 ����是 �����
一

������ 方程
�

上述所有方程都是二阶线性偏微分方程
，

他们的解都早已

得到 即�
，

这些解在真空和非真空情况均适用
�

最近
�

有人考虑另一种高阶引力理论 ���
，

在这种新理论中

、��产、�，了
���

工�自
廿

�了、了��、

相应的场方程是

乙 � � � ���，
�“ “
�� �

二�。 。 ，��“ 口” 占��
，

�拼护 � �岁� 人�犷
�，
� 二�贫

“ �� 一�二��“ “

其中 �瞥

�犷
�

� �” � 一
盖�

拼“
�
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在该理论中
，

藕合参数 入和 ， 都是无量纲的
，

从理论上看
，

无量纲的祸合参数具有某些

优点
�

从方程 ����可以立即得到最大对称空间的 ��
一

����
�
解为

尹
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� 高阶引力理论对星系平坦旋转曲线的解释及其困难

利用高阶引力理论无需传统的暗物质假定就可能解决星系平坦旋转曲线问题
。

在讨论把高阶引力理论应用于解释平坦旋转曲线之前
，

首先考虑 ������
��剑 修改的引力

势形式
一�� 「 � ，� �

叻 二

—
��� 。 �一 ， �’ “

�
�

叹�十 。 〕 � 」
‘ ����

其中 。 � ���、 一����
，
句 、 �����

，

此引力势可以解释大多数星系的平坦旋转曲线问题
。

方

程 ����的势不同于通常的牛顿势之处在于前者包含一个额外的指数项
，

对于太阳系来说
，

此

项非常接近于 �
，

����式便变为标准形式 功二 一����
。

但当距离远大于 ����� 时
，

指数项

就变为零
，

这样我们又得到牛顿势 叻一
了号导

，

但现在引力常数 ����� �� 约是原来的几

十倍
。

�����
�� 的势函数包含一个汤川形式部分

，

通常假定这是由于低质量的矢量玻色子引

起的
�

但是 ������
� 的工作是唯象的

，

它既不是一个度规的引力理论
，

也不是一个协变的理

论
，

因此它是不完全的
，

所以该理论不能真正否定暗物质存在的假设
。

有人尝试用高阶引力理论的弱场
，

低速近似来解释平坦旋转曲线问题 �叫
�

考察方程 ���
，

当 入� �时
，

场方程为
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由方程 ����取弱场
、

低速
、

线性近似及无限远处边界条件
，

可得到准牛顿势 ���
。 � �� �司
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其中 甲 是与质量无关的常数
。

此得到
�

如果取 了酥 � �����
，

则在太阳系内
，
�功爵 大约为 ��一� ，

由

五了��

下二 牡 一 守�

如取 �‘ 二 �����一 的
，

其中 �‘ 是一个重整化的引力常数
，

��
。

因此有
�

����

地面测量 �太阳系内�只能确定
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这精确地与太阳系内的牛顿势一致
�

如果讨论星系动力学问题
，

就必须用 ����式
，

那么旋转速度的表达式为
�
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�期 须重明等
�

高阶引力理论及其在星系旋转曲线中应用的可能性 ���

方程 ����式与 �������
修正的引力理论 行 二 一�� 等价

，

只是 ����式的势是从高阶引力

理论得到的
�

如果 ���� 全甲 全���
，

在大范围中
，

旋转速度 � 与常数的差仅在 ��� 的误差范

围内
�

因此星系的旋转曲线在大的范围中是平坦的
。

但是
，

常数 ���� 和 邝 不能直接通过拟合平坦旋转 曲线得到
，

势函数 功必须与内解光

滑连接
�

这些常数必须通过边界条件确定
，

而不是通过平坦旋转曲线来定
，

对于球对称情况

的内解
，

我们可以直接从 ����式 【，�� 求得一阶近似解
�

通过这种方法
，

发现 ， 的值并不在

���� 、 ���� 之间
，

它甚至还是个负值
，

他们检验了多个高阶引力理论模型
，

发现几乎所有模

型都存在这个问题
�

有些模型甚至更糟 ���
，
��】

�

除了存在内外解匹配问题外
，

他们的能量 一 动

量张量是无迹的
，

但对于静质量不为零的物质很难找到一条途径去构造无迹的能量 一 动量模

型 【���
�

我们仍期待发现一个既能与内解的边界条件匹配又能解释星系的平坦旋转曲线的新的引

理论
，

当然
，

在太阳系内
，

这个新的引力理论必须与广义相对论的四个经典实验一致
，

但这

绝非易事
�

� 结 论

在前述几节中
，

我们讨论了建立高阶引力理论的可能性
，

特别以暗物质 问题和平坦旋转

曲线问题作为建立高阶引力理论的物理背景
。

文中我们对 �七��
一

��������� 的基本高阶引力理

论及其解作了评述
，

并介绍了一种新的高阶引力理论
�

另外
，

还讨论了高阶引力理论在解释平

坦旋转曲线上的应用以及所面临的困难
。

为此
，

须探讨新的 ���������� 形式以形成新的高阶

引力理论来解决这些困难
。

另外
，

高阶引力理论与宇宙学的关系在文献中也有所讨论 ���
，

例
，

它对于宇宙常数给予了新的理解 ����
�
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