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唐 凯，唐正宏，陶金河
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摘要：Milankovitch理论认为，地球表面日照量受地球运动变化的影响，这些改变又会导致地球

气候的变化。因此，古气候学的研究需要相关地球运动变化的精确信息。目前，关于地球长期平

动和转动的最新理论是 La2004, La2010和 La2011模型，它们主要通过数值积分行星轨道和地球

自转运动方程得到；这些结果已被用于过去 50Ma的地质记录研究中。而超过这一时间范围，解

的准确性会由于混沌效应迅速降低。主要介绍这些天文理论的相关内容以及有关地球运动演化方

面的最新进展。第2章是关于数值积分太阳系长期运动，第3章介绍长期岁差方面的内容，第4章给

出有关地球运动的长周期分析，第5章则讨论数值解的稳定性和太阳系稳定性方面的情况，最后

是对目前地球运动长期演化领域的总结以及对未来的展望。
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1 引 言

在太阳、月亮和其他行星引力作用下，地球轨道及其自转轴在空间中的指向都随时间

发生缓慢周期性变化。根据Milankovitch理论，这些变化导致地表日照辐射量的改变，从而
引起地球气候的周期性变化

[1]
，而这种周期信息随后被保存在对气候变化敏感的沉积地层

中。20世纪 70年代，科学家通过分析深海沉积物的氧同位素验证了Milankovitch提出的地
球轨道周期与冰期旋回关联的正确性

[2]
。随后，这种以地球轨道参数和自转变化规律来研究

地球气候演变和地质年代的方法，逐渐成为地质学的重要分支学科——旋回地层学
[3, 4]
。目

前，旋回地层学在新生代 (−65∼0 Ma) 研究中已取得重要进展，但对中生代及更老的地质时
期，则需要更高精度、更长时间尺度的地球轨道和自转演化数据作为支撑。

早期主要通过解析摄动法计算地球轨道。早在 1781年，Lagrange利用分析方法研究了
包括水星、金星、地球、火星、木星和土星在内的行星系统运动规律

[5, 6]
。随后在 1856年，Le
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Verrier发表了更高精度的地球轨道结果，他考虑了除海王星外所有大行星的作用
[7]
。1873

年，Stockwell则在 Le Verrier的工作基础上增加对海王星的处理
[8]
。而此前所有的工作都是

针对一阶线性动力学方程，Hill (1897)
[9]
、Bretagnon (1974)

[10]
和 Duriez (1977)

[11]
则开始考

虑更高阶的作用项以提高计算结果的精度。然而所有这些方法都难以在相当长的时间跨度内

给出太阳系运动较好的近似结果。

随着计算机的出现，数值积分逐渐成为解决此类问题的一种更为行之有效的方法。最

早直接数值积分太阳系真实模型 (无平均化处理)得到地球平动及自转结果的工作由 Quinn
等人 (QTD) (1991)完成，其积分时间为 3Ma，并考虑到广义相对论和月球的影响

[12]
。随

后Wisdom (1991)
[13]
和Sussman (1992)

[14]
通过含混和变量的辛积分器计算得到 100Ma太阳

系运动情况，并验证了太阳系的混沌性质。随着计算机技术的发展，太阳系演化计算的时间

跨度不断增加，计算精度也越来越高。Ito和 Tanikawa (2002)
[15]
针对不含月球影响的太阳系

牛顿模型，积分得到几十亿年的最长演化结果。Varadi 等人 (2003)
[16]
给出范围 50Ma 的较

高精度大行星历表。

除此之外，法国巴黎天文台的天文学家 Laksar也在相关方面取得巨大进展，其给出的太
阳系长期演化模型是目前最权威的数值结果

[17–19]
。本文作者主要介绍他在地球轨道运动及

自转方面的研究工作。1985年，Laskar给出针对太阳系自控系统的一种新的分析研究方法，
以计算相应 Lagrange 解对应频率

[20]
。1986年则进一步考虑相对论效应和月球摄动作用，

用数值方法计算 10 ka内行星轨道根数和地球自转运动，并给出其多项式表达式
[21]
。1987

年和 1988 年，Laskar 将之前的太阳系演化计算推广到 30Ma，并利用傅里叶分析方法给
出轨道的拟周期表达式

[22, 23]
。随后，Laskar完善频谱分析理论，提出基本频率数值分析法

(NAFF)
[24, 25]

。1993 年，Laskar 基于之前的工作，用 Kinoshita 刚体自转理论
[26]
计算得到

长时间地球自转参数，同时根据 QTD
[12]
解里的潮汐耗散模型对数据进行修正，得到地球自

转解 La93
[27]
，并通过数值模拟的方法研究地月系统稳定性

[28]
。1997年，Néron de Surgy和

Laskar利用 Hamilton 的方法研究刚体地球自转，并考虑潮汐耗散、地核地幔摩擦、大气潮
等作用，形成新的地球自转理论

[29]
。1999年，Laskar研究地球轨道数值计算的局限性

[30]
。考

虑到辛积分器更适合于太阳系长期演化的计算，Laskar等人针对此类摄动哈密顿系统给出
SABAC4 型辛积分器

[31]
。2004年，利用此积分器计算太阳系演化，同时在 1997年相关工作

基础上计算得到地球自转数据 La2004
[17]
。2010年则改进数值模型，给出高精度长时间尺度

下地球轨道运动模型 La2010
[18]
。随后 La2011模型进一步优化数值积分算法，并以此研究小

行星密近交会的现象
[19]
。与此同时，Laskar利用数值模拟的方法研究太阳系稳定性和混沌现

象
[32–39]

。可以看出，Laskar通过不断提高积分器性能，精化频谱分析方法，改善太阳系动力
学模型，从而不断提高长时间尺度下太阳系内大行星轨道与行星自转计算的精度，并研究其

运动规律及稳定性。

本文将介绍 Laskar等科学家在太阳系长期演化及地球自转领域的最新研究成果。第 2
章介绍利用数值方法计算太阳系长期演化，包括 La2010的动力学模型、积分器和所得数值
计算结果及分析；第 3章介绍有关地球长期岁差方面的内容，并介绍 La2004所使用的地球
刚体自转模型以及对潮汐耗散影响的处理等；第 4章主要介绍地球轨道运动及自转变化的长
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周期分析，包括频谱分析方法 NAFF，以及通过此分析方法得到的地球长期平动和转动模型；
第 5章则讨论数值积分的局限性，以及太阳系运动的稳定性；最后，我们就以上研究工作进
行总结和展望。

2 太阳系演化

太阳系是以太阳为中心，和所有受到太阳引力约束天体的集合，主要包括“八大行星”，

及数以亿计的太阳系小天体。与太阳系运动相关的 N 体问题一直为世人关注而未被真正解

决。针对 N 体问题常用的解法包括：分析方法、数值方法以及利用定性方法辅助分析。与其

他方法相比，数值计算不失为一种简单高效的处理此类复杂问题的途径。目前随着计算机科

技的高速发展，我们可以直接通过数值积分得到上亿年太阳系运动变化情况。目前有很多

通用型积分器，例如 HNBody
[40]
、Mercury

[41]
可以直接用来积分计算太阳系运动演化，而对

于特别问题的研究则需要自行设计专用积分器。当前最为权威的太阳系长期演化结果是由

Laskar提供的 La2010d
[18]
和 La2011

[19]
。其中 La2011为 Laskar等人利用历表 INPOP10a

[42]
，

并改进数值积分方法后得到的最新太阳系长期演化结果。其与 La2010使用的数值模型及算
法基本一致，这里我们主要介绍 La2010的模型及结果。

与历表计算尽可能考虑所有的摄动项不同，在研究天体轨道长期演化时，则一般采用长

期理论模型或称为平均模型，此模型在运动方程中去掉全部短周期项
[43]
。La2010所使用的

动力学模型为接近真实太阳系模型，主要包含所有太阳系八大行星，以及冥王星；为了获得

精确的地月系统演化结果，月球被当作单独天体加以计算，并考虑地球和月球的主要引力场

参数，以及地月系统的潮汐耗散作用；同时考虑最主要的相对论效应——太阳的一阶后牛顿
效应

[44]
；此外还计算5颗小行星 Ceres、Pallas、Vesta、Iris、Bamberga所带来的影响，以及针

对剩余小行星和其他未模型化参数进行一定的修正。

在天文动力学中所遇到的力学系统，很多都是哈密顿系统，或者带有少量耗散的拟哈密

顿系统。近些年发展起来的以辛几何为理论框架的辛算法，已成为目前研究太阳系天体轨道

长期演化的最佳数值方法。它能保持哈密顿系统的主要性质而不会引入人为的耗散，因而可

以用大步长进行长时期的数值积分
[45]
。相对而言，其他诸多数值方法由于局部截断误差造成

人工耗散，而不能保持能量守恒，导致最后计算结构失真
[46]
。La2010选取 SABAC4 型辛积

分器
[31]
，此积分器将太阳系整体运动分为两部分：可积部分 (行星绕日和月球绕地的开普勒

运动)和微小扰动部分 (各个行星之间相互作用)，并增加对月球轨道修正处理过程。积分初
始条件来自特殊的 INPOP历表

[47]
(此历表将 INPOP历表结果推广计算至 −1Ma)。

根据上面给出的动力学模型及积分器构造，就可以计算任何时刻的天体运动状态。而数

值积分的准确性，则是我们最为关心的问题。La2010针对不同积分模型及积分初值给出四个
版本的积分结果 La2010a、La2010b、La2010c、La2010d，以方便研究其数值积分的稳定性，
表 1 给出这四个版本的差别。为估计积分结果的误差，采用对相同模型积分但积分步长略微
不同的两次积分结果进行比较。图 1为 La2010x和相应积分 La2010x*，x=a、b、c (详见表



184 天 文 学 进 展 34卷184 天 文 学 进 展 34卷184 天 文 学 进 展 34卷

1)，所得地球轨道偏心率在 −100Ma内的比较。可以看到在大约 −50Ma内两者差别基本为
零，但由于混沌效应，之外结果差别迅速增大。这也说明由于数值积分方法引入的误差，会

导致 La2010b, c的结果在 −55Ma前的结果不可采信，对于 La2010a则为 −60Ma。

表 1 La2010各版本的差别
[18]

版本 初始条件 时间/Ma τ/10−3a 是否考虑小行星

La2010a INPOP08a 0.58 1 是

La2010a* INPOP08a 0.58 0.976 562 5 是

La2010b INPOP08a 0.58 5 是

La2010b* INPOP08a 0.58 4.882 812 5 是

La2010c INPOP08a 1 5 否

La2010c* INPOP08a 1 4.882 812 5 否

La2010d INPOP06 1 5 是

注：表中“版本”为 La2010各版本名称，“初始条件”及“时间”表明积分初始条件的来源及

覆盖范围，τ为积分步长，最后一列给出是否考虑小行星的情况。

注：通过分析两组积分结果 La2010和 La2010x*，x=a, b, c中地球偏心率的差别，估算出数值结果精度。

图 1 La2010a, b, c的精度估计
[18]
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此外，数值计算天体轨道长期演化通常采用太阳系简化模型，忽略真实模型中的短周期

效应。但这种近似是否能真正代表太阳系天体运动的真实情况，特别是所得长期解是否接近

天体长时期的真实轨道？我们不得而知。不过，通过改变动力学模型等积分条件，可以利用

数值方法研究动力学模型对积分结果的影响，具体内容详见第 5章。Laskar发现地球轨道偏
心率的变化规律中，一项与木星和土星相关的 405 ka周期项 (详见第 4章)在整个 250Ma的
时间范围内保持稳定，受动力学模型影响较小，而被认为可能存在于地球轨道长期演化规律

中。这一周期项也被地质学家用于古地质的研究中。Westerhold等人利用地层学方法得到：
在早期古近纪 (−47∼−54Ma)时期的地质数据与 La2011和 La2010d所给出偏心率变化周
期相符

[48]
；也说明 La2010d和 La2011中偏心率参数的适用范围可达 −54Ma。

虽然数值积分方法极大程度地推动了太阳系长期演化领域的研究，但如何得到更精确、

时间跨度更长的演化结果仍然是一个十分困难的问题。通过上面的分析可以知道，辛积分器

虽然很好地保持了哈密顿系统的特性，但积分精度较低，提高结果的数值精度需要进一步改

进数值积分方法；同时为了提高结果的准确性，需要改进太阳系动力学模型，模型不宜过于

复杂导致积分时间过长，但又能真实地反映太阳系演化的长周期规律。这样，通过太阳系长

期演化的结果，就可以计算地球轨道长期变化规律——地球长期岁差。然后利用频谱分析的
方法，进而得到长期岁差模型。

3 地球长期岁差

地球岁差是描述在太阳、月球和其他行星的引力作用下，地球自转轴在空间中的长周期

进动现象。国际天文联合会 (IAU) 2006决议 B1规定，从 2009年 1月 1日开始，采用 P03
岁差理论

[49, 50]
取代之前 IAU 2000岁差章动模型中的岁差部分，作为最新 IAU岁差章动模

型使用
[51]
。P03岁差表达式为五次多项式，虽然精度很高，但只适用于 J2000.0附近几千年

的范围，其误差会在更长的时间范围内迅速增加。此外岁差表现的是一种复杂的长周期进动

现象，其主要周期都在上万年以上，这点很难用多项式体现出来。于是长期岁差 (long term
precession)的概念应运而生。长期岁差主要指较长时间范围的地球岁差，其时间范围一般在
几十万年以上。长期岁差所包含的周期一般都在一万年以上，较短周期则归为章动部分

[52]
。

从这点来看，长期岁差能更好地体现出岁差的长周期特性。2011年，Vondrák等人给出与
IAU2006岁差模型最为接近的长期岁差理论

[52]
。

根据太阳系天体对地球长期作用所产生两个不同表现，将岁差分为黄道岁差和赤道岁

差。其中黄道岁差表示由于行星质点引力对地球轨道面产生的摄动，使得黄道面的空间取向

发生变化，引起春分点沿赤道运动
[53]
，可以用参量{

p = sin(i/2) sin Ω

q = sin(i/2) cos Ω
(1)

表示。其中 i、Ω分别表示地月质心的轨道倾角和轨道升交点黄经，可以通过第 2章的太阳系
长期演化结果得到。
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另一方面，赤道岁差表示由于日月和行星对地球赤道突起部分的较差力矩而引起的

赤道面 (极轴) 的长期进动
[53]
。过去的 20 年里，很多人尝试用不同方法计算地球赤道岁

差。Kinoshita
[26, 54]

、Kinoshita 和 Souchay
[55, 56]

，以及 Néron de Surgy 和 Laskar
[29]
用哈密

顿方法计算地球赤道岁差。Williams等人
[57, 58]

利用月亮、太阳及其他行星轨道分析解，计

算作用在椭圆型地球上的力矩。Hartmann和 Soffel
[59]
则利用数值积分得到的历表计算力

矩。Bretagnon等人
[60, 61]

根据最新观测数据 (例如 VLBI)，基于太阳系历表 DE403和月球运
行理论 ELP2000，用解析的方法给出高精度刚体地球自转理论。最近，Klioner等人建立了相
对论自转理论

[62]
。他们根据 Klioner

[63]
给出的后牛顿自转方程，并考虑相对论力矩、相对论

岁差/章动、多参考系及相应时间系统、相对论尺度变换等因素，给出建立在较为严格的相对
论框架下的自转理论。

目前关于地球自转轴长期演化的最新计算结果是由 Laskar等人给出的 La2004模型
[17]
。

他们假设地球是均匀刚体，其力学椭率为 Ed，并且假设地球自转轴就是主惯性轴，通过求解

地球自转的哈密顿量得到黄经总岁差 ψ和黄赤交角 ε的计算公式
[17, 27, 29]

：




dX

dt
= L

√
1− X2

L2
[B(t) sin ψ −A (t) cos ψ]

dψ

dt
=

αX

L
− X

L

√
1− X2

L2

[A (t) sin ψ + B (t) cos ψ]− 2C (t)
, (2)

其中，X = cos ε，L = CωE，ωE 是地球自转速率，而 α与“岁差常数”有类似性质，具体参

考文献 [17]中公式 (8)。同时，变量与岁差参数的关系式为：




A (t) =
2√

1− p2 − q2

[ .
q + p

(
q

.
p− p

.
q
)]

B(t) =
2√

1− p2 − q2

[ .
p− q

(
q

.
p− p

.
q
)]

C (t) = q
.
p− p

.
q

. (3)

这里，p和 q 为黄道岁差参数 (见式 (1))。于是变量 A (t)、B(t) 和 C (t)与地球轨道面的长
期演化有关，可以从太阳系长期演化的计算中得到。

但真实的地球并非刚体。很早人们就通过古地质时钟发现地球角动量的损失
[64]
，现如今

通过激光测月技术精确测得月球潮汐加速度
[65]
。造成这些现象是多方面的，其中一个很重要

的原因来自于潮汐耗散现象：月球等其他天体会造成地球的潮汐隆起反应，但地幔滞弹性和

海洋能量耗散，使得潮汐变形反应有滞后性
[66]
，从而产生一个使地球自转角速度减小的力矩

和反作用于月球上的力。根据Mignard (1979)
[67]
，Touma等人 (1994)

[68]
的潮汐耗散模型，认

为此力矩与地球形变恢复到平衡状态的延迟时间 ∆t成正比。Néron de Surgy等人利用数学
方法将潮汐耗散作用表示为对地球赤道岁差参数的影响，以及此耗散对月球轨道的反作用，

具体潮汐耗散公式参考文献 [17, 29]。

此外，地球长期岁差的计算需要考虑更为精细的地月系统模型，其他摩擦作用，例如地
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核与地幔间的摩擦作用、大气潮汐、地幔对流、气候摩擦 (climate friction)等，也会对地球
自转产生影响。在 La2004的动力学模型中，Laskar等人利用等效粘滞系数来处理地核与地
幔间的摩擦作用

[69]
，其他效应则未被考虑

[17]
。于是，根据地月系统轨道参数就可以通过公式

(2)和 (3)计算得到地球赤道岁差参数 ψ和 ε。另外通过数值积分，可以知道此潮汐耗散模型

对月球半长轴的改变大约是 3.98 cm/a，造成现阶段日长的变化为 2.68ms/100 a
[17]
。另一方

面，现阶段的计算仅使用当前时期的动力学模型，并不能反映整个地质时期的真实情况。例

如大陆板块漂移、地球两极冰块覆盖情况变化等因素都会对地球运动长期演化计算产生影

响，而这些影响如何模型化也是非常困难的问题。

基于相对论地球自转理论
[62]
，Tang等人 (2015)通过数值方法在一阶后牛顿精度下计算

地球姿态的长期演化，得到与相对论原理相符的长期岁差模型。通过分析相对论效应对长期

岁差的影响，可以知道太阳的一阶后牛顿作用和测地岁差为影响地球长期岁差的主要相对论

效应。而其他相对论效应的影响在 1Ma这个尺度上很小，可以在大多数情况下不考虑
[70]
。

4 周期分析

用数值方法积分太阳系运动或者地球自转，最终目的都是为了研究天体的运动规律，特

别是地球轨道在其他行星摄动作用下的变化规律。对于轨道半长轴，带内行星的变化非常

小，而带外行星则由于平均运动共振现象变化较为明显
[71, 72]

。在地质历史时期，至少过去的

250Ma内，地日平均距离没有明显变化
[17]
。

其他轨道根数则发生明显的长周期性变化，这最早由 Lagrange通过计算线性化的一阶
运动方程得到

[73, 74]
。如果行星轨道用复数记法：

{
z = e exp[j(ω + Ω)]

ζ = sin(i/2) exp(jΩ)
, (4)

其中 j=
√−1，e为偏心率，ω 为近日点幅角。这里 z 的实部和虚部近似为 Runge-Lenz向量

在坐标面 Oxy的投影，而 ζ 与轨道平面法向量在坐标平面 Oxy上的投影有关
[75]
。于是行星

运动的 Lagrange方程可以线性化 (一阶)为
[17]
：

d[x]
dt

= j

(
A1 0
0 A2

)
[x] . (5)

如果考虑 9颗行星，则 [x]为向量 (z1, z2, z3, · · · , z9, ζ1, ζ2, ζ3, · · · , ζ9)，A1, A2 为 9 × 9的矩
阵，它们组成的矩阵可化为对角矩阵Diag(g1, g2, g3, · · · , g9, s1, s2, s3, · · · , s9)，于是相应参量
解可以表示为： 




zk =
9∑

i=1

αkiejgkt

ζk =
9∑

i=1

βkiejskt

. (6)
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如果考虑更高阶的作用，则式 (5)上可以增加非线性项 B (x, x)：

d[x]
dt

= j

(
A1 0
0 A2

)
[x] + B (x, x) . (7)

1985年，Laskar通过解析摄动法，计算得到与行星轨道相关频率 gi 和 si 的解，详见表 2 (第
2列和第 3列)

[20]
，这里下标 i表示距离太阳的第 i颗大行星。

表 2 行星轨道运动相关频率 gi 和 si
[18, 20]

Laskar1985 (order 1) Laskar1985 (order 2) La2004 La2010 周期/a

g1 5.461 669 5.462 703 5.59 5.59 231 843

g2 7.346 613 7.351 887 7.452 7.453 173 913

g3 17.331 982 17.403 632 17.368 17.368 74 620

g4 18.005 593 18.065 928 17.916 17.916 72 338

g5 3.730 204 4.127 907 4.257 452 4.257 482 304 407

g6 22.484 024 23.214 361 28.245 0 28.244 9 45 884

g7 2.713 363 2.969 719 3.087 951 3.087 946 419 696

g8 0.635 863 0.652 693 0.673 021 0.673 019 1 925 646

g9 −0.349 94 −0.350 07 3 703 492

s1 −5.201 059 −5.200 865 −5.59 −5.61 231 843

s2 −6.570 670 −6.570 265 −7.06 −7.06 183 830

s3 −18.746 638 −18.744 530 −18.850 −18.848 68 753

s4 −17.637 364 −17.634 591 −17.755 −17.751 72 994

s5

s6 −25.956 563 −25.674 315 −26.347 855 −26.347 841 49 188

s7 −2.916 556 −2.908 845 −2.992 525 9 −2.992 525 8 433 079

s8 −0.680 463 −0.682 763 −0.691 736 −0.691 740 1 873 547

s9 −0.349 98 −0.350 00 3 703 069

注：表中频率 gi 和 si 的单位为 (′′) · a−1。Laskar1985的频率通过解析摄动法得到。最后一列为对应的长周期。

虽然 Poincaré曾预言，由于混沌现象，太阳系中的行星轨道无法外推至无穷远时刻
[76]
。

不过在有限时间内 (例如几百万年)，我们仍然可以利用数值积分得到行星轨道数值解，并通
过频谱分析方法给出轨道的拟周期近似解，而所得的结果也被广泛应用于古气候学的研究当

中。在 2004年和 2010年，Laskar等人通过数值方法求得轨道频率 gi和 si，详见表 2 (第 4列
和第 5列)

[17, 18]
。其中 4颗带内行星相关频率是利用 La2004和 La2010中 20Ma的数据计算

得到的，5颗带外行星则利用 50Ma的数据求得。

频率分析方法主要用来从动力学系统的数值解中找到主要的基本频率，然后得到拟周期

函数以用来研究系统长期演化规律。Laskar等人改进相关频谱分析方法，针对研究太阳系混
沌现象而给出 NAFF方法

[24, 25]
。整个分析方法过程大致如下：通过傅里叶变换公式找到具

有最大作用的频率项，然后将此频率项的贡献从数据中去除，再重复上面的步骤从剩余部分

中找到其他主要频率项。同时利用增加 Hanning窗函数的方法提高寻找频率的准确度。此方
法能精确找到所需的基本频率，以便更好地分析动力学系统的运动规律。
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利用 NAFF方法对太阳系运动及地球自转的数据解进行分析，就可以得到行星运动规
律。这里我们主要介绍 Laskar等人分析 La2004中从 −15Ma到 +5Ma的数据部分所得到的
地球轨道平动和转动规律

[17]
。

(1) 地球轨道运动

参量 z 可以表示成 26个周期项，具体表达式参见文献 [17]中公式 (25)。由于地球轨道
偏心率对古气候影响显著，为方便研究，这里也给出偏心率的表达式

[17]
：

e = e0 +
20∑

k=1

b
′
k cos

(
µ
′
kt + ϕ

′
k

)
, (8)

其中 e0 = 0.027 557 9，t表示 J2000开始的时间 (单位为 a)，表 3给出相关参数的部分值，其
他则参考文献 [17]中表 6。从表 3可以看出与偏心率相关的最主要3个频率为 g2 − g5(405 ka),
g4 − g5(95 ka), g4 − g2(124 ka)。地球偏心率的完整解使得我们可以通过研究古气候数据进而
找到与偏心率变化周期相对应的地质周期旋回。周期 405 ka在地质记录中非常稳定，被认为
是特殊气候事件发生的关键因素

[77–79]
。通过数值方法可以验证，这个周期在整个 250Ma的

时间范围内保持稳定，因而此周期作为调制周期被应用于建立中生代，甚至古生代的天文地

质年代标尺
[77, 80–84]

。

表 3 偏心率 e的部分周期项
[17]

k µ′k/(′′)·a−1 P/a b′k ϕ′k/(◦)

1 g2 − g5 3.199 279 405 091 0.010 739 170.739

2 g4 − g5 13.651 920 94 932 0.008 147 109.891

3 g4 − g2 10.456 224 123 945 0.006 222 −60.044

4 g3 − g5 13.109 803 98 857 0.005 287 −86.140

5 g3 − g2 9.909 679 130 781 0.004 492 100.224

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
注：第 2列为对应复合频率项，gi 的数值参见表 2。

参量 ζ 的实部和虚部同时也是黄道岁差参数 q和 p (见公式 (1))，体现了由于行星摄动造
成黄极相对固定历元黄道的长周期运动。其近似表达式包含 24个周期项：

ζ =
24∑

k=1

akej(νkt+φk) . (9)

这里给出参数的部分值 (见表 4)，其他值见参考文献 [17]中表 5。从表 4可以看到前 22项频
率对应的振幅较大，而后两项则非常小，但由于它们与岁差共振频率接近，所以也被保留在

近似解中。

(2) 地球转动

由公式 (2)可得黄赤交角 ε的一阶近似表达式为
[17]
：

ε = ε0 + 2
N∑

k=1

akνk

νk + p0

cos [(νk + p0) t + φk + ψ0] , (10)
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表 4 倾角参量 ζ 的部分周期项
[17]

k νk/(′′)· a−1 ak φk/(◦)

1 s5 −0.000 001 0.013 774 49 107.581

2 s3 −18.845 166 0.008 703 53 −111.310

3 s1 −5.605 919 0.004 798 13 4.427

4 s2 −7.050 665 0.003 504 77 130.826

5 s4 −17.758 310 0.004 016 01 −77.666

6 −18.300 842 0.002 628 20 −93.287

· · · · · · · · · · · · · · ·
22 −5.189 414 0.000 338 68 50.827

23 s6 + g5 − g6 −50.336 259 0.000 002 06 −150.693

24 −47.144 010 0.000 000 23 −167.522

注：第 2列为对应复合频率项，si和gi 的数值参见表 2。

其中，p0=50.467 718 (′′)·a−1 为岁差速率，νk 参见表 4。然而由于地月系统中的耗散现象，岁
差频率会随时间发生显著变化。通过数值方法得到 −15Ma到 5Ma内黄赤交角为

[17]
：

ε = ε0 +
23∑

k=1

a′k cos [(ν′k + p1t) t + φ′k] , (11)

其中，ε0=23.254 500 ◦，a′k、ν
′
k、φ

′
k参见文献 [17]中表 7，ν′k = νk+p0，p1 =−13.526 564−9 (′′)·a−2

表示由于潮汐耗散作用导致岁差频率的长期漂移。

此外，气候岁差参数 e sinω，与古气候学中太阳照射量相关，具体内容可参见文献 [17]。

5 稳定性

将地球轨道数值演化结果运用于地质研究中，目前已在新近纪时期 (−23.03∼0Ma)研
究中取得巨大成功

[85]
。下一步正努力提高天文轨道计算结果的精度，进而用于古近纪时期

(−65∼−23Ma)。对于更遥远的地质年代，则很难获得精确的地球轨道运动解
[17]
。对于这种

长时间尺度下的数值积分，积分结果的稳定性是我们最关心的内容。目前没有太多行之有效

的手段来估算长时间积分的精度。除利用位置、能量或沿迹误差，还可以通过略微改变积分

初始条件或者积分步长，然后对两次积分结果的差异进行比较评估。对于太阳系长期演化问

题，积分误差来源有很多，包括数值积分方法的限制、舍入误差的影响、积分初始条件的误

差、积分模型与真实模型的差别等。同时由于系统的混沌效应，这些误差会在一定时间 Tv 后

以指数的形式迅速被放大。

Laskar对不同情况下时间 Tv 的大小进行估算。对于由于积分方法和截断误差对太阳系

长期演化的限制大约是 56Ma。这里针对相同的动力学模型，通过改变积分步长和初始条件
分别积分，以检验结果的稳定性。而提高精度的办法就是改进数值积分算法，或者是提高计

算机计算精度
[17]
。
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另一项测试则针对动力学模型的不确定性，相应结果列在表 5。当时认为最大的不确定
性源于太阳的扁率，不过由于科学技术的发展，通过太阳和太阳风层探测器 (SOHO)以及太
阳全球振荡监测网 (GONG)的测量可以得到 JS

2 = (2.18± 0.06)× 10−7[86]
，也将这一限制推

后至大约 40Ma
[17]
。对于地球自转的计算，不确定性则源于潮汐耗散模型，以及由于冰川覆

盖和地幔对流对地球力学椭率的影响等
[17, 27]

。

表 5 轨道数值积分误差分析
[17, 30]

误差来源 Tv/Ma

积分初始条件 38

行星的卫星影响 35

地月系统演化的不确定性 40

小行星的影响 32

太阳质量的损失 50

太阳J2项的不确定性 26

注：每种不确定性对应的数值积分有效时间 Tv，此后误差会由于混沌效应呈指数性放大。

数值积分方法让我们从一个全新的角度去研究太阳系长期演化问题。自牛顿万有引力定

律诞生以来，人们一直希望解决 N 体问题的计算难题。随后 Poincaré 发现大多数情况下这
个问题不可解

[76]
，即使对于最简单的三体问题，仍然不可能找到一个解析式将行星轨道外推

至无穷远。随后出现的KAM 定理则进一步研究了在微小扰动下的非退化哈密顿系统存在拟
周期运动

[87–89]
，并扩展运用于行星科学研究其稳定性

[90–92]
以及轨道发散变化性

[93–96]
。这些理

论虽不能直接用于真实的太阳系，不过目前普遍认为太阳系在其有限的生命中是稳定的
[39]
。

随着计算机科技的发展，太阳系稳定性的研究也取得巨大进展。在计算机的帮助

下，Laskar在 1994年对数十亿年太阳系的多种可能演化结果进行模拟，发现带外行星运动
较为稳定，而带内行星出现明显混沌和轨道漂移；并且水星和金星可能发生碰撞

[38]
。随后改

进数值计算方法和动力学模型，Laskar与合作者 Gastineau于 2009年公布对太阳系各种可
能演化情况的庞大模拟结果

[38]
。在 2 501种可能性中 (见图 2)，大多数结果表明在 5Ga内的

太阳系仍然像现在一样运转着，没有发生巨大变化。然而有 1%的结果预测水星轨道偏心率
增加，导致可能与金星或者太阳发生碰撞，同时其中一个结果造成火星轨道偏心率增加，进

而引起带内行星运动的紊乱。

太阳系演化的数值模拟结果一定程度上给出了太阳系稳定性的概率解。发生灾难性变化

可能性为 1%，这一可能性比之前预想的要高。更为令人惊讶的是，如果只考虑纯牛顿效应，
这种混乱可能性会提高到 60%，或许这也间接说明相对论的正确性

[39]
。

6 总结与展望

近 20年，随着计算机科学的发展，数值计算和数值分析的方法极大程度地提高了我们对
于整个太阳系演化的认识和了解，从地质时期地球轨道的计算到未来太阳系稳定性的研究都

取得巨大突破性进展。通过数值积分，我们可以得到数百万年内较为精准的太阳系演化结果，
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注：图中各颜色对应行星为：水星(白色)，金星(绿色)，地球(蓝色)，火星(红色)。a) 1000年后，各行星轨道受引

力摄动影响发生变化，但是没有发生密近交会或碰撞现象；b) 大约 1% 的情况下，水星轨道发生巨大改变，以至

于可能与金星或者太阳在 5 Ga 内发生碰撞；c) 其中一种情况是导致火星轨道偏心率增加，进而可能与地球相邻

或相撞；d) 这种情况会导致类地行星运动紊乱，可能造成地球和金星的碰撞。

图 2 类地行星轨道演化结果
[38]

特别是地球轨道运动和自转结果。借助频谱分析的方法，也使我们对行星运动规律有了更深

刻的了解。对太阳系演化可能性的模拟，也在一定程度上回答了太阳系稳定性的疑问。本文

主要介绍了太阳系演化及地球自转方面的发展状况和趋势，包括 Laskar等科学家在行星轨
道计算及分析，以及太阳系稳定性方面的工作情况。

目前已公布的最新研究成果是地球轨道运动解 La2010和地球自转运动解 La2004，相关
数据可以在网页 (http://www.imcce.fr/Equipes/ ASD/insola/earth/earth.html)上下载。这
些数据主要利用辛积分器直接积分太阳系真实模型得到。其中地球偏心率的结果适用于过去

的 54Ma。而超过这一时间范围，解的准确性会因混沌效应迅速降低。如何突破这一限制，提
高地球长期演化解的精度和扩大适用时间范围都将成为未来此领域研究重点。一方面需要提

高数值积分算法的速度和精度；另一方面，目前所使用的动力学模型为简化的太阳系模型，

如何完善这一模型，考虑更微小的作用；同时加强与地质学家的合作，从地质记录中获得地

质历史时期的精确地球轨道参数周期，进而对模型进行修正，也是今后工作的方向。

我国于 2013年启动“地时–中国(EARTHTIME-CN)”计划
[97]
，主要通过建立与国际相

关组织的联系与合作，促使国内地质年代学、古地磁学和旋回地层学等实验室之间的联合研

究，进一步提高我国高精度地质年代学和定量年代地层学研究的水平和国际影响
[3]
。该计划

将促进中国的地质学家和天文学家在未来更紧密地合作，进而为地球科学和太阳系演化研究

做出更大贡献。
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l’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, années, 1781: 125
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[89] Möser J. Nachr. Akad. Wiss. Göttingen, II, 1962: 1

[90] Arnol’d V I. Russian Mathematical Surveys, 1963, 18(6): 85

[91] Robutel P. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 1995, 62(3): 219
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Progress in Secular Evolution of the Earth’s Motion

TANG Kai, TANG Zheng-hong, TAO Jin-he

(Shanghai Astronomical Observatory, Chinese Academy of Sciences, Shanghai 200030, China)

Abstract: According to the Milankovitch theory, the changes in the Earth’s orbit induce

variations of the insolation received on the Earth’s surface that have an impact on large

climatic changes. So a precise astronomical solution of the Earth’s motion is needed for

paleoclimate studies. At present, the most advanced Earth orbital and rotational solutions

for long time span are the La2004, La2010, La2011 solutions, which have been obtained by

direct numerical integrations of the planet orbits and the equations of the Earth’s rotation

theory. These solutions have been used for age calibration of geological data over more than

50Ma in the past. Due to chaotic behavior, the precision of the solutions decreases rapidly

beyond this time span.

In this paper, we give an overview about these solutions and present the development

status and trends of the orbital and rotational evolution of the Earth. The details about the

numerical integrations of the long term motion of the Solar System are given in the Chapter

2. Chapter 3 mainly introduces the long-term precession of the Earth. The following chapter

is focussed on the long term cycles in its evolution. Chapter 5 mainly describes the stability

of the numerical solutions and the Solar System. Finally, a discussion and proposal for future

study is made.

Key words: Earth’s orbit; ephemerides; precession
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