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LIGO的的的 O1/O2引引引力力力波波波事事事件件件对对对

Einstein-aether理理理论论论限限限制制制能能能力力力探探探讨讨讨

刘刚强，曹周键

(北京师范大学 天文学系，100875)

摘要：广义相对论是继牛顿万有引力理论后，在强引力场、强动态时空区域更精准的引力理论，

大量的天文观测验证了广义相对论的正确性。但广义相对论与量子理论在逻辑体系上不相容，广

义相对论还存在时空奇点的理论问题，宇宙学中还存在暗物质和暗能量的引力本质问题等。在使

用 Yunes等人提出的 Einstein-aether理论修改引力波模板的基础上，用 Fisher Matrix的参数

估计法，探讨了几个典型双星系统对修改引力模板的参数估计所能达到的参数估计精度，以及

LIGO和 VIRGO已经发现的 11个双星并合事件应对修改引力的限制能力；最后，使用匹配因

子的方法，探讨修改引力的参数对引力波模板的影响。如果 Einstein-aether理论只是微小修正

广义相对论引力波波形，11个双星引力波事件可以对 Einstein-aether理论的3个参数给出限制；

如果 Einstein-aether理论波形与广义相对论引力波波形存在明显偏离，对 Einstein-aether理论

的检验需要更仔细的引力波波形研究和数据分析。

关 键 词：引力波；广义相对论；Einstein-aether理论

中中中图图图分分分类类类号号号：：： P142.8+4 文文文献献献标标标识识识码码码：：： A

1 引 言

广义相对论是继牛顿万有引力理论后，在强引力场、强动态时空区域更精准的引力

理论。广义相对论预言的很多物理现象，包括星光偏折、引力红移、夏皮罗时间延迟、参

考系被拖拽的效应和黑洞等都一一得到验证。在广义相对论发表 100 年后，2015 年 9 月

15日引力波被美国的激光干涉仪引力波天文台 (the laser interferometer gravitational-wave

observatory, LIGO)成功直接探测到。引力波的成功探测完成了广义相对论最后一个理论预

言的实验检验
[1, 2]

，也为人们观测天体和宇宙提供了一种全新手段
[3, 4]

。

然而，广义相对论仍然存在各种各样的问题。暗物质和暗能量始终是广义相对论这片广
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袤天空上的两朵乌云。对于推动宇宙加速膨胀起到重要作用的暗能量
[5]

，我们只能考虑有效

场论，唯象层面上在标准广义相对论下加入一些修正 (通常在标准广义相对论下额外考虑一

个标量场)，最典型的是 k-essence理论
[6]

。对于暗物质同样如此，1933年，Firtz Zwicy发

现后发座星系团中各个星系团的速度弥散太高，最开始认为只是一些不发光的物质。20世

纪 80年代左右，大量的观测表明，这种不发光的物质并非我们之前所认识到的基本粒子，

这对基础物理提出了一个很大的挑战，这种物质虽然具有很强的宏观引力效应，但是却在局

域上与物质相互作用很弱
[7]

。另外，广义相对论与量子理论在逻辑体系上不相容
[8]

；而且广

义相对论自身预言时空奇点的存在，这些都暗示着广义相对论的理论缺陷。

对广义相对论所有理论预言的成功检验既表明了广义相对论的成功，也给人们带来机

会寻找广义相对论失效的物理条件。牛顿万有引力理论适用范围对应的弱场和低速，都是相

对于广义相对论黑洞致密程度对应的强场和相对论预言的极限光速而言。可以想象，广义相

对论失效的物理条件是相对于一种新理论给出来的特征物理量而言，所以寻找广义相对论

失效物理条件的最好方法就是对比不同于广义相对论的引力理论，用实验数据来进行理论

选择
[9]

。引力波实验正好对应强引力场、强动态时空区域的物理条件。引力波实验正在以前

所未有的标准检验着广义相对论，同时众多的其他引力理论被引力波实验否定
[5, 10–14]

。毫无

疑问，科学研究进展使人们对引力基本物理有了更深刻的理解。

本文以 Einstein-aether理论为例，探讨引力波对超越广义相对论引力理论的实验检验。

Einstein-aether理论的引力作用量可写为：

S = − 1

16πGEA

∫
d4x

√
−g

(
R+M δσ

µν∇δU
µ∇σU

ν
)

, (1)
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δ
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σ
ν + c3δ

δ
νδ

σ
µ + c4U

δUσgµν , (2)

其中，Uµ 是以太对应的四速，gµν 是时空度规，R 是里奇标量，δδµ 是 Kronecker delta

记号
[15]

。GEA 是 Einstein-aether 理论的有效引力常数，有别于牛顿的万有引力常数，

c1, c2, c3, c4 是 Einstein-aether 理论的 4 个参数，如果这 4 个参数都等于 0，则 Einstein-

aether理论回到广义相对论。Einstein-aether理论的参数组合为
[16, 17]

：

c+ ≡ c1 + c3 , c− ≡ c1 − c3 ,

c14 ≡ c1 + c4 , c123 ≡ c1 + c2 + c3 ,

αppN
1 ≡ −8(c23 + c1c4)

2c1 − c+c−
,

αppN
2 ≡ αppN

1

2
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(2− c14)c123
,

(3)

脉冲双星的观测
[16]

和宇宙学的观测
[17]

将其限制为：
∣∣∣αppN

1

∣∣∣ . 10−4 ,
∣∣∣αppN

2

∣∣∣ . 10−7 ,

c+ . 10−2 , c− . 10−3 .
(4)
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文章余下部分的安排如下：第 2章介绍笔者提出的 Einstein-aether理论中圆轨道双星

系统的后爱因斯坦引力波波形形式；第 3章介绍本文使用的 Fisher Matrix参数估计方法；

第 4章给出引力波对 Einstein-aether理论中参数的限制结果和检验 Einstein-aether理论的

结果；第 5章是小结和讨论。

2 Einstein-aether理论中圆轨道双星系统的后爱因斯坦引力波波形

根据文献[18]的计算结果，结合圆轨道双星系统的 TaylorF2引力波波形模型
[19, 20]

，我

们把 Einstein-aether理论中圆轨道双星系统的后爱因斯坦引力波波形写成如下形式
[21]

：

h(f) = −
√

288

1 225
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, (24)
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(
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756
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)
, (25)

l7 = 0 , (26)

flso =
1

63/2πM
, (27)

其中，γ 是欧拉常数，M = m1 + m2 是双星总质量，η =
m1m2

M2
是双星系统的对称

质量比，flso 是最后稳定轨道的频率，f 是引力波的频率，p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7 和

l0, l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7 是引力波相位 Ψ1 和 Ψ2 的展开系数。本文提出的波形模型与文献 [21]

略有不同。文献 [21] 关注后牛顿近似，波形公式 (包括式 (7), (9), (20) 和 (27)) 中的质量

都是啁啾质量 (chirp mass)。我们关注波形的准确性，使用了总质量。我们的波形模型在

α = β−1 = β0 = 0时，严格回到 LIGO数据处理使用的 TaylorF2波形模型。在唯象层次上，

我们的上述模型很容易直接推广到 LIGO数据分析软件库中最先进的 IMRPhenom波形模

型
[22, 23]

。文献 [24]中的公式 (2) (即文献 [25]的公式 (2.5))里的 ψn 和 ψ
(l)
n ，以及文献 [2]中

的 ψ−2和 ψ0与本文采用的参数对应关系如下：

ψ−2 = 0 , δψ−2 = − 3

128
β−1η

2/5(πM)−7/3 ,

ψ0 = η−1 , δψ0 = − 3

128
β0 ,

ψn =
3

128η
(πM)−(n−5)/3

[
pn +

1

3
ln ln(πM)

]
, δψn = 0 ,

ψ
(l)
n =

1

128η
(πM)−(n−5)/3ln , δψ

(l)
n = 0 .

(28)

考虑到GW170817的多信使天文学对引力波速度的精确测定 (精度约为 10−15)
[5, 10–12, 26]

，

我们直接把引力波速度设定为光速。于是将上述波形表达式与文献 [18]的计算结果相结合，

我们得到：

α = γbFb sinψ + γLFL sinψ + γX1FX cosψ + γX2FX sinψ + γY 1FY + γY 2FY sinψ , (29)

β−1 =
256

224

ϵx
κ3

, (30)

β0 = 0 , (31)

其中，ψ 是引力波偏振角，Fb, FL, FX , FY 是引力波探测器对相应引力波偏振模式的响应函

数，γb, γL, γX1, γX2, γY 1, γY 2是 Einstein-aether理论中相应引力波偏振模式的强度系数。相
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应函数和偏振模式强度系数可以表达为 Einstein-aether理论参数 c1, c2, c3, c4 的函数，相关

表达式的信息参考文献 [18]。ϵx 和 κ3 是 Einstein-aether理论给出的参数，也是 c1, c2, c3, c4

的函数，分别定义在文献 [18]中的公式 (4.6)和 (6.7)。广义相对论对应 ϵx = 0和 κ3 = 1。本

文接下来介绍如何利用引力波探测来限制 α, β−1和 β0。

高级 LIGO探测器自 2015年 9月开机以来，已经历了三次观测运行，其探测灵敏度还

在不断提高。高级 LIGO探测器的噪声功率谱可以近似成下面的形式
[25]

：

Sn(f) =


S0

[
1016−4(f−7.9)2 + 2.4× 10−62x−50 + 0.08x−4.69

+123.35

(
1− 0.23x2 + 0.076 4x4

1 + 0.17x2

)]
, f > 10 Hz

∞ , f < 10 Hz

. (32)

x = f/215 , S0 = 10−49 . (33)

其中，f 为引力波频率，x为约化频率，S0为总的噪声水平。

3 Fisher Matrix的参数估计方法

引力波探测器所测得的数据 d包含信号 s和噪声 n，即 d(t) = s(t) + n(t)。在理想情况

下，探测器的噪声是高斯稳态噪声，即 d(t)− s(t)是一个随机过程，而且各种联合概率分布

都是与时间无关的高斯分布。

基于引力波探测器的灵敏度，我们定义两组时间序列 h1(t)和 h2(t)的内积如下：

⟨h1(t), h2(t)⟩ ≡ 4ℜ
∫ fmax

fmin

h̃1h̃
∗
2

Sn

df , (34)

这里 h1和 h2头上的“˜”代表傅立叶变换，“ ∗ ”代表取复共轭，“ ℜ ”代表取实部，(fmin, fmax)

对应探测器的敏感频率范围。对于高斯稳态噪声 n(t)，其内积应该满足高斯分布：

p(⟨n(t), n(t)⟩) ∝ e−⟨n(t),n(t)⟩/2 . (35)

于是我们就有条件概率分布：

p(d|h) ∝ e−⟨d−h,d−h⟩/2 . (36)

对于引力波探测，我们关心的是基于探测数据 d(t)，获得信号 h(t)的概率是多大，也就是

条件概率 p(h|d)。根据贝叶斯定理，我们可得：

p(h|d) = p(d|h)p(h)∫
p(d|h)p(h)

, (37)

上式分母实为分子对应的概率归一化因子。在贝叶斯统计学里，p(h|d) 被称为后验概率，
p(h)被称为先验概率，p(d|h)被称为似然函数。
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对于某一种类引力波源，如双星系统，引力波波形除了是时间的函数外，还依赖于波源

的参数，如双黑洞的质量、自旋和轨道离心率等。我们把这些参数记作 λ⃗，则可得 h(λ⃗, t)。

概率分布 p(h|d)和 p(h)是相对于 λ⃗的函数，即是参数空间上的函数。
∫
p(d|h)p(h)是对整

个参数空间积分。

后验概率 p(h|d)作为参数空间上的函数，其最大值所对应的点被称为最可几参数 λ⃗0。

在引力波的匹配滤波数据处理中，λ⃗0 对应最好匹配的那组参数
[1]

。我们再进一步假设

信号很强，即信噪比很高，噪声 n 基本可忽略不计，则有 d ≈ h(λ⃗0), ⟨n, n⟩ ≈ ⟨n, h⟩ ≈
⟨n, ∂λih⟩ ≈ ⟨n, ∂λi∂λjh⟩ ≈ 0。如果我们简化认为先验均匀分布 p(h) ∝ 1，则根据式 (36)和

(37)可得：

p(h(λ⃗)|d) = Ce−⟨d−h,d−h⟩/2 , (38)

其中，C 是概率分布的归一化因子。我们考虑 ln p(h(λ⃗)|d)在 λ⃗0点处的泰勒展开近似：

ln p(h(λ⃗)|d) = lnC − ⟨d− h, d− h⟩/2 ≈ lnC +
1

2
(λi − λi

0)⟨∂λih, ∂λjh⟩(λj − λj
0) . (39)

上式右边的矩阵 ⟨∂λih, ∂λjh⟩ 刚好对应统计学里的 Fisher Matrix。也就是说在高信噪比

条件下，后验概率分布在最可几参数点可近似为协方差矩阵 Σij，等于 Fisher Matrix 逆

⟨∂λih, ∂λjh⟩ = Σ−1
ij 的高斯分布。

本文接下来使用 Fisher Matrix的方法来估计引力波测量的参数误差

∆λi =
√

Σii . (40)

本文使用的 Einstein-aether理论中，圆轨道双星系统的后爱因斯坦引力波波形模型包

含参数 (A,M, η, tc, ϕc, α, β−1, β0)，它们分别是引力波幅度 (与引力波源的光度距离和方位

角等有关)、啁啾质量、对称质量比、并合时间与相位，以及 Einstein-aether理论对应的后

爱因斯坦参数。我们在计算中发现 A 与其他参数的关联度很弱，该参数是否参与 Fisher

Matrix，所得其他参数的误差基本相同。使用高级 LIGO探测器的灵敏度，对典型双星系统

参数误差结果如表 1所示。我们的结果与文献 [21]的一致。由于我们的波形模型与其的细微

差别导致了定量上的细微差别，从差别可以看出，我们采用更精确的波形模型 (等效到 3.5

阶后牛顿)求出的参数误差比采用文献 [21]的波形模型 (等效到 2阶后牛顿)算得的略小。

表 1 使用 Fisher Matrix方法针对高级 LIGO灵敏度对典型双星系统进行参数估计的结果

m1 m2 ∆tc ∆ϕc ∆M/M ∆η/η ∆α ∆β−1 ∆β0

/ms

1.4 1.4 0.331 0.925 3.84× 10−2 1.64× 10−2 0.547 2.79× 10−5 0.262

2.0 1.0 0.335 0.976 3.86× 10−2 1.40× 10−2 0.560 3.47× 10−5 0.296

1.8 1.2 0.332 0.936 3.98× 10−2 1.52× 10−2 0.552 3.29× 10−5 0.283

1.4 1.5 0.331 0.921 3.94× 10−2 1.61× 10−2 0.547 2.99× 10−5 0.269

注：假设信噪比等于 10，质量单位是M⊙。
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关于 tc和 ϕc这两个参数，我们还尝试了使用 F统计方法来处理
[19]

。对于参数误差，使

用 F统计与否， Einstein-aether理论对应的后爱因斯坦参数限制结果基本没有差别。在下

文计算中，我们得到的结果都是没有使用 F统计的计算结果。

4 对 Einstein-aether理论进行限制

高级 LIGO主导的 LIGO科学合作组织第一次观测运行从 2015年 9月 12日到 2016年

1月 19日，共发现 GW150914, GW151012和 GW151226三个双黑洞并合事件。高级 LIGO

主导的 LIGO 科学合作组织第二次观测运行从 2016 年 11 月 30 日开始到 2017 年 8 月 25

日结束。其中高级 VIRGO从 2017年 8月 1日开始加入第二次观测运行。LIGO科学合作

组织第二次观测运行共发现 GW170104, GW170608, GW170729, GW170809, GW170814,

GW170817, GW170818和 GW170823八个双星并合事件。

我们把 LIGO 科学合作组织第一次和第二次观测运行发现的 11 个双星并合事件对

Einstein-aether理论进行参数估计的结果列在了表 2中。因为只有 GstLAL数据处理流水线

发现了所有的 11个事件，所以表 2里所列信噪比 SNR和双星系统的质量m1和m2都是由

GstLAL数据处理流水线所得
[27]

。我们将 LIGO-VIRGO第一次和第二次探测到的 11个引

力波事件的参数代入到式 (5)—(8)中，得出带有 Einstein-aether理论的 3个参数的模拟波

形，再使用 Fisher Matrix方法估计引力波事件对这 3个参数的限制能力。从该表结果可以

看出，双星系统的质量越小，则对 Einstein-aether理论的参数限制越严格；这是因为质量

越小，落到高级 LIGO和高级 VIRGO探测器频段中的引力波信号越多，对 Einstein-aether

理论的验证就越有效。当双星系统的质量增大，直到并合频率落到探测器频段中，虽然并合

信号会较强，但我们所使用的引力波波形模型无法利用上并合短信号，导致所得限制不强。

表 2 11个双星并合事件对 Einstein-aether理论进行参数估计的结果

ID SNR m1 m2 ∆α ∆β−1 ∆β0

/M⊙ /M⊙

GW150914 24.4 35.6 30.6 0.191 1.95× 10−2 0.392

GW151012 10.0 23.2 13.6 0.510 7.77× 10−3 0.489

GW151226 13.1 13.7 7.7 0.407 1.26× 10−3 0.351

GW170104 13.0 30.8 20.0 0.376 1.59× 10−2 0.467

GW170608 14.9 11.0 7.6 0.358 7.48× 10−4 0.293

GW170729 10.8 50.2 34.0 0.414 9.96× 10−2 1.64

GW170809 12.4 35.0 23.8 0.385 2.65× 10−2 0.609

GW170814 15.9 30.6 25.2 0.301 1.73× 10−2 0.430

GW170817 33.0 1.46 1.27 0.166 8.07× 10−6 0.0779

GW170818 11.3 35.4 26.7 0.418 3.44× 10−2 0.739

GW170823 11.5 39.5 29.0 0.404 4.67× 10−2 0.901

注：后面 3列参数的估计结果由我们的 Fisher Matrix分析所得。
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综合 LIGO 科学合作组织第一次和第二次观测运行发现的 11 个双星并合事件对

Einstein-aether理论进行参数限制的结果，可以得到：

α < 0.166 , β−1 < 8.07× 10−6 , β0 < 7.79× 10−2 .

但我们要注意，以上限制结果基于假定广义相对论的引力波模板可以完全匹配探测器所测

得的信号。引力波对 α参数限制不好，对 β−1和 β0限制不错；这是因为 α与引力波的幅度

相关，β−1和 β0与引力波的相位相关。而匹配滤波本来就只是敏感依赖于相位。

为了估计广义相对论波形模板匹配 Einstein-aether理论引力波信号的程度，我们引入

引力波匹配因子 FF
[28, 29]

。给定两个引力波波形 h1(t)和 h2(t)，它们间的匹配因子为：

FF ≡ ⟨h1(t), h2(t)⟩√
⟨h1(t), h1(t)⟩ · ⟨h2(t), h2(t)⟩

. (41)

当用一个波形近似另一个波形信号时，信噪比会被降低 FF 倍。如果降得太多，这样的波形

近似就会失效。

我们以 GW170817的双星参数为例，研究广义相对论与 Einstein-aether理论的引力波

波形匹配情况。鉴于匹配滤波与引力波幅度不是敏感依赖，我们只讨论匹配因子与 β−1

和 β0 的关系，结果见图 1。从图 1 我们可以看出，只要 β−1 和 β0 偏离 0 分别在 10−6 和

10−3 的量级，Einstein-aether理论的引力波波形与广义相对论的波形完全不匹配。所以只

要 GW170817的引力波信号是广义相对论描述的波形，Einstein-aether理论的 β−1 和 β0 参

数就可以得到很好的限制。

图 1 类似 GW170817的广义相对论引力波波形和 Einstein-aether理论的引力波波形匹配情况

这里还存在一个问题：是否 GW170817实为 Einstein-aether理论描述，只是因为 β−1

和 β0 与啁啾质量的参数简并使得广义相对论模板没有遗漏这个信号？接下来我们研究这个

问题。为此，我们设定 β−1 = 6× 10−5, β0 = 0和 β−1 = 0, β0 = 0.002，然后改变啁啾质量，

研究波形匹配因子，结果见图 2。从图 2可以看出，的确可以通过改变啁啾质量来使得广义
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相对论的引力波波形与 Einstein-aether理论的引力波波形相匹配，即 β−1 和 β0 与啁啾质量

存在参数简并。所以在不确定所探测到的引力波信号可由广义相对论描述的情况下，引力波

的探测不能被认已经对 Einstein-aether理论给出了很好的限制，现在我们只能说广义相对

论能很好地解释所有探测到的引力波信号
[2]

。

注：这里我们使用了 η = 0.25 和 M = 2.8M⊙ 作为参考。 a) 比较了 β−1 = 6 × 10−5, β0 = 0 时

Einstein-aether 理论与不同啁啾质量的广义相对论引力波波形匹配情况；b) 比较了 β−1 = 0, β0 = 0.002 时

Einstein-aether理论与不同啁啾质量的广义相对论引力波波形匹配情况。

图 2 Einstein-aether理论中 β−1 和 β0 与啁啾质量的参数简并情况

5 结论和讨论

自 2015年 LIGO首次直接探测到引力波以来，高级 LIGO和高级 VIRGO一起进行了

三次观测，共探测到几十例引力波事件，包括双黑洞、双中子星和黑洞-中子双星系统的并

合，以引力波为观测手段的引力波天文学被很好地建立起来。

引力波天文学可以用来研究基本物理学中的引力相互作用
[22, 24, 30]

。GW170817就被成

功应用到引力理论的检验中，若干不同于广义相对论的引力理论得到了很强的限制。

在文献 [18] 的计算结果基础上，结合 TaylorF2 引力波波形的模式，我们提出了

Einstein-aether 理论中双星系统的引力波波形模型。基于所提出的波形模型，我们利用

Fisher Matrix方法，结合 LIGO科学合作组织公开的第一、第二次观测运行结果数据中的

11个双星系统，对 Einstein-aether理论进行了限制、研究。Fisher Matrix方法只对参数微

小偏离，或者说只在 Einstein-aether理论微小修正广义相对论引力波波形的情形下有效。

这种情形下，使用 Einstein-aether理论的引力波波形模板对引力波实际数据的处理会得出

与广义相对论相似的结果，所以我们只需要使用 Fisher Matrix方法对后验概率分布做微

扰研究即可。这样的条件使得我们可以把 LIGO已经测出的 11个双星对应的参数输入到

Fisher Matrix方法进行分析。反之，一旦参数微小偏离不成立，Fisher Matrix方法将失效。
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我们采用匹配滤波中匹配因子的方法，探讨广义相对论引力波波形与 Einstein-aether理论

的引力波波形存在显著偏离的可能性及其对引力波数据处理的影响。

结果表明，如果 Einstein-aether 理论只是广义相对论的微小偏离 (在引力波波形意

义上)，则我们可以把 Einstein-aether 理论中的参数限制为 α < 0.166, β−1 < 8.07 ×
10−6, β0 < 7.79× 10−2。但只是基于引力波探测，我们还不能完全排除 Einstein-aether理

论显著偏离广义相对论的可能性，这时 Einstein-aether理论的参数和双星系统的啁啾质量

存在简并。我们计划在后续工作中，使用贝叶斯模型选择的方法来研究这种简并的可能性有

多大。
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On the Test Ability of Einstein-aether Theory with

Gravitational Wave Events in LIGO O1/O2

LIU Gang-qiang, CAO Zhou-jian

(The Department of Astronomy, Beijing Normal University, Beijing 100875, China)

Abstract: General relativity is a more accurate gravitational theory for strong gravitational

field and dynamic space-time region after Newton’s theory of gravity. A large number of

astronomical observations have verified the theory of general relativity. However, general

relativity and quantum theory are not compatible logically. There are also some theoretical

problems in general relativity, such as the singularity of space-time, the problem of dark

matter and dark energy in cosmology. Based on modified waveform of the Einstein-ather

theory proposed by Yunes and his coworkers, Fisher matrix method is used to discuss the

parameter estimation accuracy of several typical binary systems, and the ability of 11 binary

merging events discovered by LIGO and Virgo are used to constrain the modified gravity.

Finally, using the matching factor to discuss the influence of the modified gravitational

parameters on the gravitational wave template. If Einstein-ather theory just slightly modifies

the gravitational wave waveform of general relativity, 11 binary gravitational wave events

can limit the three parameters of Einstein-ather theory. If the waveforms of Einstein-ather

theory deviate significantly from the waveforms of general relativity, the test of Einstein-

ather theory needs more careful study of gravitational wave waveforms and data analysis.

Key words: gravitational wave; general relativity; Einstein-ether theory
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