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摘要： 1/1共振是限制性三体问题或行星三体问题中最低阶的平运动共振，平面圆型限制性三

体问题中的 5个平动点对应 1/1共振的 5个平衡点，束缚在不同的 1/1共振态时，系统在空间中

表现出不同的运动轨迹，如蝌蚪型轨道、马蹄型轨道等；而在大偏心率和高倾角下，系统存在其

他类型的 1/1共振态。太阳系内存在许多自然共轨系统，如木星的特洛伊小天体及土卫的共轨

运动等；近年来，在近地空间中已探测到数十颗与地球共轨的小天体，在轨道的长期进动、大行

星摄动等因素的影响下，这些小天体可能在不同的 1/1共振态之间频繁地迁移。哈密顿系统和

Hill三体问题是研究 1/1共振的两种有效途径，按照一般摄动理论的常规做法，用哈密顿系统处

理 1/1共振的主要内容有：摄动函数展开、正则变换或平均化消除短周期项、理想共振模型及长

期摄动理论等。在合适的摄动函数下，哈密顿系统可以研究 1/1共振的全局动力学，另一方面，

Hill问题主要处理两个小质量天体的相对距离较近时的相对运动。限制性问题中的 Hill方程是人

们熟知的，而具有完全相同形式的一般 Hill三体问题可以处理两个小天体质量均不为 0的情形。

在一定的假设下，一般 Hill问题的运动方程可以写成与哈密顿系统的正则方程上相似的正则形

式，由此可借助平均化方法建立长期摄动理论。除分析理论之外，亦可采用数值途径去研究 1/1

共振，如周期轨道族的数值延拓、庞加莱截面以及平衡点不变流形的计算等。
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1 引 言

三体问题研究的是 3 个质量分别为 m0, m1, m2 的质点在相互引力作用下的运动。

当 m0 ≫ m1, m2 时，主天体 m0 与 m1 或 m2 之间的引力远大于 m1 与 m2 之间的引

力，此时，m1 与 m2 在空间中的运动可视作受到摄动的开普勒轨道，故 m1 与 m2 的
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运动可从摄动理论出发作定性或定量的研究。对三体系统，可定义与质量有关的参数

µ = (m1 + m2)/(m0 + m1 + m2)，µ ≪ 1 且 m1 ≈ m2 的情形被称作行星三体问题，而

当 m1/m2 趋于 0 或无穷的情形被称作限制性三体问题。在太阳系中，太阳 (m0)-小天体

(m1)-行星 (m2)组成的三体系统的运动可近似为限制性问题，太阳 (m0)-行星 1 (m1)-行星

2 (m2)组成一个行星三体系统。容易想象，限制性或行星三体问题模型在系外行星、系外

小行星、三星 (triple stars)等自然天体系统的研究中同样可以找到适用的场景。共轨运动

是三体系统中一类特殊的运动，其特征是m1 与m2 的轨道半长径相当 (a1 ≈ a2)，若m1 与

m2 的轨道偏心率和轨道倾角都很小，m1 与 m2 便几乎在同一轨道上运动，这解释了“共

轨运动”的含义。对共轨运动更精确的说法是 1/1平运动共振，即m1 与m2 的平经度之差

(λ1 − λ2)在某个值附近摆动，此时 λ1 − λ2 的一阶导数 (n1 − n2，即平运动角速度之差)接

近于 0，且 m1 与 m2 的轨道周期相当，由开普勒第三定律，这对应着前面提到的共轨运动

的特征；因为 n1 : n2 ≈ 1 : 1，故称系统此时处在 1/1平运动共振，且称 λ1 − λ2为 1/1平运

动共振的共振角。

为了结合实际的自然天体系统，人们一般关注的是限制性或行星三体系统在某参考系

下稳定的共轨运动，这对应着 1/1平运动共振中的稳定平衡点，当共振角 λ1 − λ2 绕着不

同的平衡点摆动时，系统在物理空间中表现出不同类型的轨迹，根据共振角的振幅大小，

不同类型的运动对应着 1/1 共振局部或全局的动力学性质。在平面圆型限制性三体问题

中，m2 在一个固定的圆轨道上绕转 m0，此时在一个与 m2 共同绕转的旋转坐标系下 (称

为会合坐标系)研究 m1 的运动是合适的；在会合坐标系下，m1 的运动存在 5个平衡点，

即人们熟知的 3个欧拉共线平动点 (L1, L2, L3)及 2个拉格朗日三角平动点 (L4, L5)，当

µ < µc = 0.038 52时，L4 和 L5 在线性意义上是稳定的，系统存在着绕转 L4 (或 L5)的蝌

蚪型轨迹以及同时绕转 L3, L4, L5 的马蹄型轨迹；m2 是系统的一个物理碰撞奇点，而事实

上，µ < 0.047 7时系统存在着一族逆行绕转m2的稳定周期轨道
[1]

，称为 f 族周期轨道，这

一族周期轨道上偏心率较大的轨道在平均化系统中表现为位于 λ1 − λ2 = 0的 1/1共振稳定

平衡点
[2]

，而绕转这一稳定平衡点的轨道常称为拟卫星轨道。图 1画出了典型的蝌蚪型轨

迹、马蹄型轨迹以及拟卫星轨迹。当 m2 为近圆轨道且小天体 m1 为近圆、近平面轨道时，

系统仍存在上面所述不同类型的共轨运动，但轨道的稳定性及稳定区域在轨道偏心率的摄

动下可能发生变化。而当m1 的轨道偏心率和倾角较大时，系统可能存在不同于以上类型的

1/1共振态，例如绕转 L4, L5 以及m2 的大振幅 1/1共振轨道
[3]

，以及在不同的 1/1共振态

之间迁移的跃迁轨道
[4]

。

行星三体问题较限制性问题因系统自由度增加而更为复杂。行星三体问题中常用的坐

标系有两个：日心坐标系和雅可比坐标系，而在共轨运动的研究中常用的是日心坐标系
[5]

。

值得注意的是：由日心坐标及共轭动量导出的正则开普勒根数下，人们熟知的拉格朗日平动

点不再对应着圆轨道，而是有一定偏心率的进动椭圆
[6]

。而在一些数值研究中
[7, 8]

，使用日

心坐标及日心速度或由此导出的开普勒根数在物理上更加直观。在一个“合适”的转动坐标

系下看 (可以是 x轴与m1固连的质心坐标系
[7]

，也可以是m1与m2之间的平均轨道
[6]

)，行

星三体问题中存在着与限制性问题类似的共轨运动类型。如在近圆近平面情形下，拉格朗日
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注：红色五角星为中心天体m0，蓝色五角星为行星m2。

图 1 平面圆型限制性三体问题中蝌蚪型轨道、马蹄型轨道及拟卫星轨道在会合坐标系 XY 平面上的投影

点附近存在蝌蚪型轨道和绕转 L3, L4, L5 的马蹄型轨道，以及偏心率较大时的拟卫星轨道。

在 m1 = m2, a1 = a2, e1 = e2 情形下，Giuppone等人
[8]

通过数值模拟发现，在三角平动点

处存在一族反拉格朗日周期轨道，以 L4 点为例，该族轨道上 m1, m2 的近星点的平经度相

差为 240◦，而不再是 60◦。与限制性问题类似，行星三体问题中 1/1共振轨道在不同系统参

数下的稳定性及稳定区域是研究关注的重点之一。

太阳系内已发现许多 1/1共振系统。表 1列出了与大行星相关的共轨小天体数目，其中

蝌蚪型轨道的数据来源于 IAU Minor Planet Center (MPC)À；而处在其他类型轨道的小天

体尚未得到 IAU MPC的确认，部分观测相关的参考文献可见于 Greenstreet等人
[9]

的文章。

1/1共振系统也存在于太阳系行星的卫星系统中，土星的卫星中目前已知存在五个 1/1共

振系统：Calypso和 Telesto相对于 Tethys的运动为蝌蚪型轨道，Helene和 Polydeuces相

对于 Dione的运动也为蝌蚪型轨道，Janus y与 Epimetheus的相对运动为马蹄型轨道 (交换

轨道)。Laughlin和 Chambers
[10]

首先研究了在太阳系外发现共轨行星的可能性，并研究了

稳定的共轨构型对应的系统参数范围。Giuppone等人
[11]

研究了通过径向速度法探测太阳系

外共轨行星的可能性。Goździewski和 Konachi
[12]

通过分析径向速度信号指出 HD128311和

HD82943可能是行星共轨系统的两个宿主，但这一可能性未得到后续观测的证实
[13]

。事实

上，截至目前，通过径向速度法或凌星法 (包括开普勒空间望远镜
[14]

)还未在太阳系外确认

Àhttps://minorplanetcenter.net/iau/lists/Trojans.html (accessed on 2021 June 14)

https://minorplanetcenter.net/iau/lists/Trojans.html
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发现共轨行星系统
[15, 16]

。

表 1 目前已知的与太阳系大天体相关的 1/1共振系统数目

行星 蝌蚪型轨道 马蹄型轨道 拟卫星轨道 跃迁轨道

金星 − − 1 1

地球 1 5 5 4

火星 9 − − −
木星 > 10 000 − − 1

土星 − − − 4

天王星 1 − − −
海王星 28 − − −
注：跃迁轨道指在不同的 1/1共振态间之间迁移的轨道。

三体问题可以从哈密顿系统的角度来研究，该方法能够比较容易地研究 1/1共振全局或

局部的动力学性质。主要过程是通过正则变化尽可能地降低系统的自由度，同时使得变换后

的系统仍保留共轨运动主要的动力学性质。但是，哈密顿系统仍有一些技术性难题需要解

决，如靠近碰撞奇点时展开式的收敛性问题、共轨运动的全局角作用量变量的显式表达式

等。研究共轨运动另一有效的方法是 Hill的三体问题模型，在这一模型下，共轨运动可分

为两部分考虑：(1)外部近似，当 m1 与 m2 距离较远时，系统由两个独立的开普勒轨道近

似；(2)内部近似，m1与m2距离较近时，系统的运动由 Hill方程描述。除了以上两种模型

为代表的分析方法，数值积分及其衍生的结果是研究共轨运动最直接的途径，也是检验不

同理论的基石，基于数值积分的周期轨道延拓和庞加莱截面是研究相空间结构的有力工具。

第 2章对哈密顿系统、Hill三体问题等共轨运动研究中常用方法作简要介绍；第 3章对共轨

运动相关的动力学研究作简要回顾；第 4章总结本文介绍的内容，并对未来可能的研究方向

作简单的讨论。

2 模型简介

2.1 哈密顿系统

2.1.1 哈密顿函数

(1)限制性三体问题

记 r1, r2 分别为 m1, m2 相对于 m0 的日心距离矢量，ri 为 ri 的模。在一个 XY 平面

与m2 轨道平面重合的惯性坐标系下，由牛顿万有引力定律，不难推导出小天体m1 的运动

方程如下：

d2

dt2
r1 = −G (m0 +m1)

r31
r1 +Gm2

(
−r2

r32
− r1 − r2

|r1 − r2|3

)
. (1)
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由式 (1)容易写出系统的拉格朗日函数：

L = T − V =
1

2
m1ṙ

2
1 +

Gm1 (m0 +m1)

r1
−Gm1m2

(
r2 · r1

r32
− 1

|r1 − r2|

)
. (2)

由拉格朗日函数可推导出系统的共轭动量及哈密顿函数：

pr1
=

∂L

∂r1

= m1ṙ1 , (3)

H1 = pr1
· ṙ1 − L =

1

2
m1ṙ

2
1 −

Gm1 (m0 +m1)

r1
+Gm1m2

(
r2 · r1

r32
− 1

|r1 − r2|

)
. (4)

考虑到m1 = 0，对哈密顿系统作以下等价变换：

H1 → H1/m1 , pr1
→ pr1

/m1 .

则得到限制性三体问题的哈密顿函数：

H1 =
1

2
p2
r1

− µ1

r1
+Gm2

(
r1
r22

cosψ − 1

∆

)
, (5)

其中，

pr1
= ṙ1 , µ1 = G (m0 +m1) , cosψ =

r1 · r2

r1r2
, ∆ = |r1 − r2| . (6)

由小天体m1 的共轭坐标及动量 r1, pr1
可得到其开普勒根数 (a, e, i, Ω, ω, M)，这一变量

变换不是正则的；r1, pr1
与Delaunay根数之间的变换是正则的，Delaunay根数定义如下：L1 =
√
µ1a1 , G1 = L1

√
1− e21 , H1 = G1 cos i1

l1 =M1 , g1 = ω1 , h1 = Ω1

. (7)

以上变量在偏心率为零时不是良定的，为此我们采用无奇点的形式：
L1 =

√
µ1a1 , G̃1 = L1

(√
1− e21 − 1

)
, H̃1 =

√
µ1a1 (1− e21) (cos i1 − 1)

λ1 =M1 + ω +Ω1 , g̃1 = ω1 +Ω1 , h1 = Ω1

. (8)

由于行星m2在固定的开普勒椭圆上绕转m0，类似地可给出平面无奇点 Delaunay根数：
L2 =

√
µ2a2 = const , G̃2 = L2

(√
1− e22 − 1

)
= const

λ2 = λ2,0 + n2t , g̃1 = const

, (9)

其中，µ2 = G(m0 +m2), n2 = (µ2/a
3
2)

(1/2)。式 (5)通过 r2 显含时间 t，可人为地引入一个

新的自由度 (λ2, Λ2)得到一个自洽的哈密顿系统：

H1 = − µ1

2a1
+ n2Λ2 +Gm2

(
r1
r22

cosψ − 1

∆

)
. (10)
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(2)行星三体问题

下面给出一般 N 体问题在正则日心坐标下的哈密顿函数的简单推导
[5]

，行星三体问题

对应 N = 3的情形。在一个空间惯性坐标系下，记 (ui, ũi = mi
dui

dt
)为 mi 的位置矢量和

共轭动量，则容易写出系统的哈密顿函数：

H2 = T + V , T =

N−1∑
i=0

ũ2i
2mi

, V =
∑
i ̸=j

− Gmimj

|ui − uj |
. (11)

日心坐标矢量及共轭动量 (ri, r̃i)定义如下：
r0 = u0 , ri = ui − u0 (i > 1) ,

r̃0 =

N−1∑
i=0

ũi , r̃i = ũi (i > 1) .
(12)

由系统总线动量守恒，r̃0为常数，则不妨设 r̃0 = 0。容易验证从 (ui, ũi)到 (ri, r̃i)是一个

正则变换，则哈密顿函数可重写为：

H2 =

N−1∑
i=1

(
r̃2
i

2βi
− Gm0mi

|ri|

)
+
∑
i ̸=j

(
r̃i · r̃j

m0

− Gmimj

|ri − rj |

)
, (13)

其中，βi = m0mi/(m0 +mi)。容易看出，式 (13)中第一个求和号中的项对应着mi 的开普

勒运动，而第二个求和号中的项为摄动项。记 (ai, ei, ii, Ωi, ωi, Mi)是由 (ri, r̃i/βi)决定

的开普勒根数，则哈密顿函数可重写为：

H2 =

N−1∑
i=1

−µiβi
2ai

+
∑
i ̸=j

(
r̃i · r̃j

m0

− Gmimj

|ri − rj |

)
. (14)

值得注意的是，由式 (12)可知 r̃i ̸= mi
dri

dt
，故由 (ri, r̃i/βi)决定的开普勒椭圆与实际速度

方向并不相切
[6]

。与式 (7)类似，可定义行星三体问题下的 Delaunay根数：Li = βi
√
µiai , Gi = Li

√
1− e2i , Hi = Gi cos i

li =Mi , gi = ωi , hi = Ωi

. (15)

为解决偏心率 (轨道倾角)为零时角度量 ω(Ω)不是良定的问题，可类比式 (8), (9)对幅角

进行线性组合，引入无奇点形式的 Delaunay根数。但在 e = 0或 i = 0时，无奇点形式的

Delaunay根数中的作用量变量也等于 0，运动方程中会出现小分母现象，为解决这一问题

可引入庞加莱无奇点变量
[17, 18]

，其具体形式不再叙述。

2.1.2 摄动函数展开

应用摄动理论的第一步是摄动函数展开，即将哈密顿函数中的摄动项展开为开普勒根

数或其他正则变量的幂级数形式。引言中已经提到，共轨运动系统一般满足 a1 ≈ a2，考
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虑到较小轨道偏心率，进而有 r1 ≈ r2，故使用 r1/r2 (或 r2/r1)作为小量进行展开 (如人造

地球卫星或等级式三体问题中的 Kaula型展开
[19, 20]

)一般并不适用。对于平运动共振 (包括

1/1共振)，经典的展开方法是考虑系统近圆近平面运动，使用经典的椭圆展开式
[21]

，首先

将摄动项展开为偏心率和轨道倾角的幂级数
[5, 22]

。由限制性或行星三体问题的哈密顿函数式

(10)和 (14)可知，其摄动项可分为两部分：直接项与间接项，其中直接项即为包含相对距

离倒数 1/|r1 − r2|的项。事实上，使用椭圆展开中基本关系式以及位置速度矢量与轨道根
数的转换关系

[23]

，对间接项进行展开并不困难，下面考虑直接项的展开，类似于式 (6)，重

新记直接项为：
1

∆ij

=
(
r2i + r2j − 2rirj cos θ

)− 1
2 , (16)

其中，cos θ =
ri · rj

rirj
。假设 O(ei) = O(ej) = O(ii) = O(ij) = ϵ≪ 1，则式 (16)可表示为：



1

∆ij

= (A+ Z1 + Z2)
− 1

2

A = a2i + a2j − 2aiaj cos τij

Z1 = r2i − a2i + r2j − a2j

Z2 = 2aiaj cos τij − 2rirj cos θ

τij = λi − λj

. (17)

由假设可知，O(Z1) = O(Z2) = ϵ，若进一步假设 O(A) = 1，则由泰勒展开可得：

(A+ Z1 + Z2)
− 1

2 =
∞∑

n=0

(−1)
n (2n− 1)!!

(2n)!!
A− 2n+1

2

n∑
l=0

(
n

l

)
Zn−l

1 Zl
2 . (18)

利用几何关系式
[24]

及椭圆展开式，可将 Zn−l
1 Zl

2 展开为 ei, ej , ii, ij 的幂级数。略去该幂级

数的一般形式的推导，附录 A给出了限制性三体问题及行星三体问题中直接项与间接项截

断至 O(ϵ2)的展开式。在此种展开方式中，我们假设 a21 + a22 − 2a1a2 cos (λ1 − λ2) = O(1)，

而这一条件对于共轨运动并不总是满足的。事实上，a21 + a22 − 2a1a2 cos (λ1 − λ2) = 0 是

(A.3)式的一个奇点，但这一奇点仅在 m1 及 m2 的轨道偏心率及轨道倾角均为 0时才对应

着系统的碰撞奇点，因此，a21 + a22 − 2a1a2 cos (λ1 − λ2) = 0是经典展开式 (A.3)存在的一

个技术性问题。已有研究指出
[2, 25, 26]

，受该奇点的影响，经典展开式在共轨运动中的拟卫星

区域失效。式 (A.3)另一个固有的限制是偏心率须小于拉普拉斯极限，且当轨道倾角较大时

展开式收敛效果较差。

式 (A.3) 本质上是以零偏心率及零轨道倾角 (e = i = 0) 为参考值对 1/∆ 进行展开。

Ferraz-Mello等人在对太阳系小天体平运动共振的研究中使用了另一种展开方式，即使用

非零偏心率及轨道倾角 (e = e0, i = i0)为参考值对 1/∆进行展开，在平面限制性三体问题

下；Ferraz-Mello
[27]

针对一阶平运动共振给出了这一展开方法的具体算法。Ferraz-Mello和

Sato
[28]

将展开方法推广至更高阶平运动共振；Roig等人
[29]

进一步推广至空间情形。这一方
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法的限制在于：展开方法本质上是局部的，故可能不适用于较大振幅的共振轨道
[3]

；此外，

其平均化需借助数值平均 (见下一节)，无法分析地完成。

关于摄动函数直接项展开还需提到的一点是，式 (A.3)并不是一般意义上的完整摄动函

数展开，因分母中还含有 cos (λ1 − λ2)相关的项。然而，如果我们的研究目标是 1/1平运动

共振 (即 λ1 − λ2是共振角)，式 (A.3)已经足够用来进行平均化以消除快变量
[30]

(见下一节)；

另一方面，如果我们的研究目标是一般的平运动共振 (即 pλ1 − qλ2 + · · · 是共振角)，则还

需进一步引入拉普拉斯系数将分母 In 展开为傅里叶级数形式
[5]

。还需提到的一点是，如果

我们关注的是局部的 1/1共振态，那么可以对分母 In在共振角 λ1 −λ2的某个共振中心处展

开，此时容易得到 1/1共振局部的解
[31, 32]

。

2.1.3 正规化与平均化

引言中已经提到，处理哈密顿系统的基本思想是通过一系列变换 (正则变换等)尽可能

降低系统的自由度，同时使得变换后的系统保留原系统中我们关注的动力学性质。严格地

说，想要降低系统的自由度，则必须找到相应的运动积分，对于限制性及行星三体问题则比

较困难。引言中已经提到，这里所关注的共轨运动本质上是一个近可积系统，即 m1 与 m2

绕转m0 的开普勒运动受到相互引力的摄动。摄动理论中处理这样的系统有严格的方法，即

借助哈密顿函数的幂级数形式，通过一系列正则变换将原哈密顿函数变换为一个截断至某

个阶数 N 的正规化系统，同时保留一个摄动量级为 N + 1的余项。若以上变换在 N → ∞
时仍收敛，则系统自由度的减少是严格的；若以上变换截断至某个有限阶数 N，则变换后

的正规化系统可视作原系统的一个精确至 O(ϵN)的近似。

与正规化对应的，降低系统自由度的另一方法是对哈密顿函数或运动方程直接进行“平

均化”。“平均化”要求系统不同的自由度存在等级式的结构，即不同自由度的频率 (或特征

时标)的大小在不同的量级；容易理解，在较长时标下看，周期较短的自由度可视作短周期

的“噪声”，对系统长期演化贡献的“均值”为零，这解释了“平均化”的含义。“平均化”

的具体做法是对哈密顿函数或运动方程中短周期的幅角进行积分平均，变换后的系统中不

再出现短周期幅角，故系统自由度自然减少。需要指出的是，对于多自由度系统，与正规化

方式不同，平均化系统与原系统之间的关系尚无严格的理论，从这个角度看，平均化是一种

经验性的做法
[33]

。

束缚于平运动共振的系统有一个共同的特征：系统不同的自由度存在等级式的结构，即

不同自由度的频率 (或特征时标)的大小在不同的量级。在 1/1共振中，共轨天体的平运动

是系统中周期最短的自由度，哈密顿函数中的开普勒项是平运动的可积近似。哈密顿系统的

第一步便是通过正则变换或平均化消除平运动对应的自由度。将附录 A中的展开式代入式

(10)或式 (14)，即得到限制性或行星三体问题的哈密顿函数的展开形式 (不妨统一记为 H)，

为引入 1/1共振角，作以下正则变换：

h : (L1, λ1, Λ2, λ2) → (L1, τ = λ1 − λ2, J2 = (L1 + Λ2) , λ2) , (19)

其中，λ2 对应着系统平运动的自由度。为消除这一自由度，可应用 Lie变换
[34]

对系统进行
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正规化，记正规化系统为 H∗，由生成函数可得到映射：

F : σ∗ → σ , (20)

其中，σ代表旧变量，σ∗代表新变量。由式 (20)可得：

H∗ = H ◦ F−1 , (21)

且 H∗ 中不再显含 λ∗
2。利用Mathematica等符号计算软件以及基于 Lie变换的 Deprit递推

算法
[17, 34]

，在计算机上实现哈密顿系统正规化的计算并不困难。关于正规化最后需要指出

的一点是，在对哈密顿系统 H 正规化之前，需首先对 H 中的项按其量级进行整理，若考虑

小量为 O(mi) = O(ei) = O(ej) = O(ii) = O(ij) = ϵ ≪ 1，则行星三体问题的哈密顿函数按

量级表示为：

H2 = Ha
2,1 +Ha

2,2 +Ha
2,3 + · · · . (22)

在研究中，另一常用的做法是，在整理 H 中的项时仅考虑质量为小量，即 O(mi) = ϵ ≪ 1，

则行星三体问题的哈密顿函数表示为：

H2 = Hb
2,1 +Hb

2,2 . (23)

容易理解，第二种方法对量级的整理并不严格，但在偏心率及轨道倾角较小时，式 (23)会

给计算带来方便。事实上，无论使用式 (22)或式 (23)，其正规化结果均含有无穷项，记式

(23)的正规化结果为：

Hb,∗
2 = Hb,∗

2,1 +Hb,∗
2,2 +Hb,∗

2,3 + · · · . (24)

由式 (20)，记由生成函数得到的新旧变量之间的映射为 F b。

前面提到，对哈密顿函数 H 直接进行积分平均可以得到平均化哈密顿 H，

H =
1

2π

∮
H ◦ h−1dλ2 . (25)

不难看出，式 (25)等价于引入共振角后扔掉摄动函数表达式中显含 λ2的项，故从附录 A推

得限制性或行星三体问题的平均化哈密顿是十分直接的，以平面行星三体问题为例，其平均

化哈密顿函数为：

H2 = −µ1β1
2a1

−µ2β2
2a2

+Gm1m2(Υ1 − Υ2) , (26)

其中，

Υ1 =
m0√

(m0 +m1) (m0 +m2)

1
√
a1a2

[(
1− e21 + e22

2

)
cos τ + e2e1 cos (2τ −∆g̃)

]
, (27)
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Υ2 =I0+e
2
1

[
I1

(
−3a

2
1

4
− 1

2
a2a1cos τ

)
+I2

(
3a41
4

+
15

8
a22a

2
1−

3

2
a2a

3
1cos τ−

9

8
a22a

2
1cos 2τ

)]
+

e22

[
I1

(
−3a22

4
− 1

2
a1a2 cos τ

)
+I2

(
3a42
4

+
15

8
a21a

2
2−

3

2
a1a

3
2 cos τ−

9

8
a21a

2
2cos 2τ

)]
+

e1e2



I1

[
1

4
a1a2 cos (2τ−∆g̃)+

9

4
a1a2 cos∆g̃

]
+

I2


− 9

4

(
a2a

3
1+a

3
2a1
)
cos∆g̃+

3

4

(
a2a

3
1+a

3
2a1
)
cos (2τ−∆g̃)

+
3

8
a22a

2
1 cos (3τ−∆g̃)+a22a

2
1

(
27

8
cos (τ+∆g̃)− 3

4
cos (τ−∆g̃)

)




, (28)

其中，∆g̃ = g̃1 − g̃2。前面提到，相比于正规化，平均化能够十分简单地降低系统自由

度，但无法严格给出平均化系统与原系统的关系；尽管如此，根据式 (24)，不难发现：

H2 = Hb,∗
2,1 +Hb,∗

2,2 . (29)

即在最低阶的情形下，平均化过程给出的平均哈密顿函数与正规化过程给出的哈密顿函数

相同。式 (29)一定程度上说明了平均化的有效性；除此之外，式 (29)表明在一定精度下，

映射 F b 建立了 H2 与平均化系统 H2 之间的联系。图 2给出了平面行星三体问题系统平均

化的一个算例：给定初始平均根数 σ∗
0，由式 (20)得到初始瞬时根数 σ0，对完整系统 H2 以

σ0 为初始条件进行数值积分得到 σ(t)，其结果对应图 2a)中的运动轨迹及 b)―d)中的灰色

粗实线；对平均化系统H2以 σ∗
0 为初始条件进行数值积分得到 σ(t)，其结果对应 b)―d)中

的红色虚线；由 F b 及平均根数 σ(t)可得到 F b ◦ σ(t)，其结果对应 b)―d)中的蓝色或黄色

曲线。

关于平均化还需提及的一点是，式 (25)的积分平均可以不借助摄动函数的幂级数形式，

而是直接使用摄动函数原来的定义，此时积分平均转为黎曼求和。以圆型限制性三体问题为

例，式 (25)转换为：

H1 =
1

2π

∮
H ◦ h−1dλ2 = lim

N→∞

1

N

N∑
n=0

H ◦ h−1 ◦
(
λ2 = 2π

n

N

)
. (30)

容易理解，在式 (30) 中，除了 λ2 在计算中从 0到 2π 遍历，其他轨道根数 ({σ1,σ2}/λ2)

均取为定值，故当 N 取充分大的有限值时，式 (30) 右端给出了平均化哈密顿函数

H{σ1, σ2}/λ2=const 的近似值。通过遍历 a1 及 τ，便可在 1/1 共振项图上画出平均化哈密

顿函数 H{σ1, σ2}/λ2=const 的等高图，实际上，这样得到的等高图能够反映系统相空间不

同区域处 1/1 共振的性态。基于以上方法，图 3 给出了圆型限制性三体问题下的计算结

果，图 3a) 给出了平面情形下 e1 = 0.25 时的 1/1 共振相图，图 3b) 给出了平面情形下

e1 = 0.3, i1 = 36.8◦ 时的 1/1共振相图。需要说明的是，用分析平均法得到的平均哈密顿函

数 (例如式(26))去画相同的 1/1共振相图，计算速度相比于数值平均方法会显著提高，然

而，在靠近伪奇点 a21 + a22 − 2a1a2 cos (λ1 − λ2) = 0或碰撞奇点的区域，平均哈密顿函数给
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注：系统参数为m1 = 10−4, m2 = 1.2 × 10−4。a)在一个随m1 转动的脉动会合坐标系下，m0 处在 (0, 0)

(蓝色十字)，m1 处在 (1, 0) (红色十字)，黑色曲线给出了m2 相对于m1 在 XY 平面内的运动轨迹；b)―d)：

m2 的正则开普勒根数随时间的演化，其中灰色曲线为完整系统数值积分 σ(t)，红色虚线为平均化系统数值积分

σ(t)，b)中蓝色曲线为 F b ◦ τ(t)，c)与 d)中蓝色 (黄色)曲线分别为m1 (m2)的轨道根数 F b ◦ σ(t)。

图 2 平面行星三体问题系统平均化算例

注：ω1 = Ω1 = 0。a)深色部分对应着碰撞曲线，即m1 与m2 的物理碰撞奇点，τ = 0处平衡点对应着完整

系统下的 f 族周期轨道，平衡点附近运动即为拟卫星轨道
[2, 26]

；b)在较大轨道倾角处 i1 = 36.8◦，系统出现了

绕转 L4, L5 及m1 的 1/1共振轨道
[3]
。

图 3 圆型限制性三体问题数值平均得到的 1/1共振相图
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出的相图结构与图 3会有定性的差异，这表明现有的分析方法在奇点附近的适用性受到限

制，仍需改善。

2.1.4 理想共振模型

在消除平运动自由度后，1/1共振角对应的自由度在系统中周期最短，若要通过正则变

换进一步消除这一自由度，首先需在哈密顿函数中提取出 1/1共振的可积近似 (即一自由度

的理想共振模型，在正则摄动理论
[17]

中常被称作 Hori kernel)。将 e1 = e2 = 0代入式 (26)―

(28)，行星三体问题 1/1共振的一个可积近似 (理想共振模型)如下
[6]

：

H†
2 =− µ1β1

2a1
− µ2β2

2a2
+Gm1m2

(
m0√

(m0 +m1) (m0 +m2)

cos(λ1 − λ2)√
a1a2

−

1√
a21 + a22 − 2a1a2 cos(λ1 − λ2)

)
.

(31)

令 
κ1 = β1

√
µ1 , κ2 = β2

√
µ2

2J1 = L̃1 − L̃2 = κ1
√
a1 − κ2

√
a2 , θ1 = λ1 − λ2

2J2 = L̃1 + L̃2 = κ1
√
a1 + κ2

√
a2 , θ2 = λ1 + λ2

. (32)

容易验证 (L̃1, L̃2, λ1, λ2) → (J1, J2, θ1, θ2)是一个正则变换，在该变换下，H
†
2 仅显含共振

角 θ1 = λ1 − λ2，故为一自由度可积哈密顿系统，J2是一个运动积分。按照理想共振模型的

处理方式
[35]

，下面将系统在共振中心处展开，根据m1及m2 的无摄开普勒运动，θ1的共振

中心定义为：

n1 = n2 ⇔
µ1

a31
=
µ2

a32
. (33)

下面计算当式 (33)成立时 J1的值 J1,e，由式 (32)得：

a1 =

(
J1 + J2
κ1

)2

, a2 =

(
−J1 + J2

κ2

)2

. (34)

将式 (34)代入式 (33)，可得：

J1,e = νJ2 , ν =
µ

1
6
1 κ1 − µ

1
6
2 κ2

µ
1
6
1 κ1 + µ

1
6
2 κ2

. (35)

定义两个新变量 J 与 u如下：

J1 = νJ2 + J , u =
J

κ1 + κ2
. (36)

将式 (36)代入式 (34)得：

√
a1 =

√
ā1 +

J

κ1
,

√
a2 =

√
ā2 −

J

κ2
, (37)
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√
ā1 =

(1 + ν)

κ1
J2 ,

√
ā2 =

(1− ν)

κ2
J2 . (38)

由式 (37)不难验证 J = 0正是由式 (33)定义的共振中心

ā1
ā2

=

(
1 + ν

1− ν

κ2
κ1

)2

=

(
µ

1
6
1 κ1

µ
1
6
2 κ2

κ2
κ1

)2

=

(
µ1

µ2

) 1
3

.

将式 (37)代入式 (31)，即可将哈密顿函数H†
2 在共振中心 J = 0处展开。注意到，此时

H†
2 右端有 3个小参数：

u , σ1 :=
m1

m0

, σ2 :=
m2

m0

.

由计算容易发现，式 (31)中的开普勒项代入式 (37)展开后，结果中关于 u的一次方项为 0；

为了使展开后系统截断至最低阶时保留原系统主要动力学性质，令 O(u2) = O(σ1) = O(σ2)

(这一技巧源于Karl Bohlin
[17]

)。我们略去展开的具体细节，给出H†
2 展开至最低阶表达式：

H††
2 = −3

2

(
1

β1ā21
+

1

β2ā22

)
(κ1 + κ2)

2
u2 +

Gm2
0√

ā1ā2
σ1σ2

(
cos θ1 −

1√
2 (1− cos θ1)

)
. (39)

我们目的是得到 1/1共振可积近似的角作用量变量，进而通过正则变换消去这一自由度，

这一问题现在归结为求解 H††
2 的角作用量变量。然而，通过计算不难发现，H

††
2 的哈密

顿-雅可比方程的解无法简单地用初等函数写出 (有观点认为通过椭圆函数可能给出显式表

达式
[36, 37]

)，这是目前从摄动理论出发分析地研究 1/1共振全局动力学的一个问题；事实

上，即使能够写出可积近似的角作用量，因摄动函数中 1/1共振角以 In 的形式出现，而

不是一般的傅里叶级数形式，使用正则变换将系统正规化到高阶将十分困难。一个例子是

Garfinkel
[38]

的广义理想共振模型理论，在该理论中 Garfinkel使用超椭圆积分对一般的一自

由度共振问题给出了二阶解，基于该解，Garfinkel给出了平面圆型限制性问题下共轨运动

极坐标的二阶解
[39, 40]

，该解具有全局的适用性。

最后，我们回到 1/1共振可积近似 H†
2，图 4给出了 H†

2 的典型相图，以及与相流对应

的会合坐标系下不同类型的运动轨迹。由图 4可知，H†
2 保留 1/1共振近圆近平面时主要的

动力学性质，即与 5个平动点对应的 5个平衡点，以及不同类型的 1/1共振态 (蝌蚪型轨

迹、马蹄型轨迹)。

2.1.5 长期摄动理论

若通过正则变换能够消除原系统中 1/1共振角对应的自由度，则变换后的系统给出了

(G̃i, H̃i, g̃i, hi)的演化，即描述了共轨运动的长期演化。然而，2.1.4节已经提到，由于 1/1

共振的可积近似 (或称作理想共振模型)的复杂性，经典的摄动理论难以消除 1/1共振的自

由度。考虑到关于哈密顿系统介绍的完整性，下面我们首先对限制性三体问题的 3/1平运动

共振的长期演化理论――主要是Wisdom
[41]

及 Henrard
[42]

的工作，作简要介绍，进而对 1/1

共振长期演化理论作简单讨论。

Wisdom等人使用经典的摄动方法处理了平面椭圆型限制性三体问题 3/1平运动共振

的长期演化。下面简单介绍其基本思想和方法，记 3/1 平运动共振的自由度为 (Φ, ϕ =
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注：系统参数为m0 = 1, m1 = 0.004, m2 = 0.001。a) 绿色曲线是从点 L3 生发的分界线 (seperatrix)，即

以点 L3 为极限的同宿轨道；红色 (蓝色) 曲线为从点 L1 (点 L2) 生发的分界线。b) 中心天体 m0 位于 (0, 0)

处，m1 位于 (1, 0) 处，XY 平面上的轨迹给出了m2 在m0 和m1 的会合坐标系中的运动。绿色曲线包络的

区域为绕转点 L4 和 L5 的蝌蚪型轨迹，在绿色曲线和红色曲线中间的轨迹对应马蹄型轨道。由于偏心率较小时

拟卫星轨道并不出现在平均化系统中
[2]
，图中没有拟卫星区域。

图 4 行星三体问题 1/1理想共振模型 H0 的相图以及在轨线在会合坐标系的投影

λ1 − 3λ2)，另一与 (g̃1, e1)有关的自由度为 (x, y)，系统的哈密顿函数写为
[41, 43]

：

H3 = − µ2
1

2Φ2
− 3Φ+A (x, y, e2) +B (x, y, e2) cos (ϕ− P (x, y)) + C (x, y, e2) cosϕ . (40)

其中，A,B,C, P 均为已知函数，具体形式可参考文献 [41, 43]，假设 O(x) = O(y) =

O(e2) = ϵ, O(Φ) = 1，则有O(A) = O(C) = ϵ2, O(B) = ϵ。Wisdom进一步假设 ∥ẋ∥ , ∥ẏ∥ ≪
ϕ̇，这实际上是平运动共振常见的特征，即不同自由度的频率 (周期)大小在不同的量级。

x, y在 (Φ, ϕ)的特征时标下变化十分缓慢，则可以近似将变量 x, y “冻结”，即取为常数，

此时系统退化为一自由度。若将 H3 中的无摄项 (即 −µ2
1/2Φ

2 − 3Φ)在 3/1共振平衡点处展

开 (代入变换 Φ = Φc + u并展开，即 2.1.4节中内容)并省略高阶项，则系统退化为一自由度

单摆：

H††
3 = −αu2 +B (x, y, e2) cos (ϕ− P (x, y)) , (41)

其中，α为正实数。利用椭圆积分，H††
3 的哈密顿-雅可比方程可写出通解，具体细节可见

文献 [41, 43]。简言之，我们能够由哈密顿-雅可比方程得到生成函数 S(ϕ, I)，进而得到H††
3

的角作用量 (I, θ)，以及 3/1共振的显式解：

Φ(t) = Φ(I, θ(t)), ϕ(t) = ϕ(I, θ(t)) . (42)

若认为 H††
3 给出的 3/1共振运动与完整系统 H3 的结果相差不大，便可利用式 (42)对哈密

顿函数 H3 或由 H3 导出的哈密顿正则方程进行积分平均。由于 ϕ = λ1 − 3λ2 既可能处在循
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环也可能振动，积分平均此时写为：

⟨f⟩ = 1

T

T∫
0

fdt =
2

T

ϕmax∫
ϕmin

f
dϕ

ϕ̇
. (43)

平均化哈密顿函数为：

⟨H3⟩ = E (x, y, e2) ⟨cosϕ⟩+ F (x, y, e2) ⟨sinϕ⟩ , (44)

其中，函数E, F 由函数A, B, C, P 导出。Wisdom
[41]

附录中用正则绝热摄动理论
[44]

给出了

平均化系统 ⟨H3⟩更严格的推导，其基本思想是将变量 x, y的恒等变换加入生成函数 S，即

S′ = S + xy . (45)

在由生成函数 S′ 定义的正则变换下，可严格地导出新的哈密顿函数 H ′
3，Wisdom证明了当

H ′
3截断至低阶时 (不妨记为 H ′′

3 )，由 S 定义的作用量 I 恰好是系统 H ′′
3 的运动积分 (故是完

整系统H ′
3的一个“拟积分”)，且由H ′′

3 导出的哈密顿方程与平均化运动方程形式上完全一

致，这说明了在哈密顿函数或哈密顿正则方程层面进行平均化是合理的。

前文已经提到，降低系统自由度必须找到相应的运动积分，对于近可积的系统，则需要

找到其拟积分，在上面介绍的Wisdom等人的工作中，作用量 I 是原系统 3/1共振自由度对

应的一个拟积分。针对二自由度的近可积系统，Henrard等人在经典的摄动方法基础上提出

了一种“半数值”的摄动理论
[42]

，“半数值”的含义是指计算拟积分的理论基础就是经典的

摄动理论，但 Henrard等人不再局限于得到拟积分的分析表达式，而是试图对原系统任意

一条轨道用数值方法在一定精度下得到其拟积分的具体数值。事实上，Henrard等人给出的

算法能够计算系统一个三维等能流形的一个横截面上任一点的拟积分数值。我们对这一思

路作简单的解释：二自由度哈密顿系统若存在另一对合积分 (不妨也记为 I)，则系统可积；

一般情况下，可积系统的相流微分同胚于二维环面
[33]

，考虑一个与相流相横截的二维平面，

则微分同胚于二维环面的相流在二维截面上的投影是一个一维流形，而不同轨道 (投影的一

维流形)对应的积分 I 的取值必不同，故积分 I 在二维截面上的等高线即给出了等能面上的

相流结构；若选取合适的截面，则此时只需计算截面上任意一点积分 I 的取值便可得到系统

的长期演化相图。Henrard等人考虑的二自由度哈密顿函数形式如下：

H4 = H0 (q1, p1, M (q2, p2)) + εF (q1, p1, q2, p2) . (46)

其中，(q1, q2, p1, p2)是正则变量，ε是小参数，H0(q1, p1, M(q2, p2))可分离故可积，给定

初始条件 (q1,0, q2,0, p1,0, p2,0)，系统 H0 决定了一条 (拟)周期轨道，记 Ti 是自由度 (qi, pi)

的周期，则系统角作用量分别为
[42, 45]

：
θ1 = 2π

t

T1

, I1 =
1

2π

∮
p1dq1

θ2 = 2π
τ

T2

, I2 =
1

2π

∮
p2dq2 , τ =

t∫
0

(
∂H0

∂M

)
dt

. (47)
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一般而言，只有H0的形式非常简单时 (例如谐振子)，以上积分才可能显式地解出。Henrard

等人指出，当 H0 形式十分复杂时，可以从计算的角度出发，利用式 (47)计算一条给定的

(拟)周期轨道的角作用量的具体数值，一般而言，相平面上的一条闭合轨道的作用量按定

义即为轨迹所包围的面积，正负取决于定向。事实上，这正是 Henrard等人的半数值摄动

方法的基本思想，即通过经典的摄动理论导出系统关键量 (如作用量、本征频率、拟积分等)

的分析表达式，进而用轨道积分等数值方式对这些分析表达式进行数值估计。由式 (47)得

到的 I1及 I2，可以分析或数值地反解出：

q1 = Q1 (I1, I2, θ1)

p1 = P1 (I1, I2, θ1)

q2 = Q2 (I2, θ2 + ρ (I1, I2, θ1))

p2 = P2 (I2, θ2 + ρ (I1, I2, θ1))

, (48)

其中，

ρ (I1, I2, θ1) =

θ1∫
0

(
∂Q1

∂I2

∂P1

∂θ1
− ∂Q1

∂θ1

∂P1

∂I2

)
dθ1 . (49)

不难验证式 (48)是一个正则变换，将式 (48)代入式 (46)得：

K = K0 (I1, I2) + εF (I1, I2, θ1, θ2) . (50)

利用可积近似K0对系统正规化，记系统无摄频率为：

Ω1 =
∂K0

∂I1
, Ω2 =

∂K0

∂I2
. (51)

定义泊松括号为：

{f ; g} =
2∑

i=1

∂f

∂θi

∂g

∂Ii
− ∂f

∂Ii

∂g

∂θi
. (52)

则显形式正则变换 (记生成函数为W )满足以下方程
[17, 34]

：

F̄ (I1, I2, θ1) =
1

2π

∮
F (I1, I2, θ1, θ2) dθ2 , (53)

− {H0;W} = Ω1
∂W

∂θ1
+Ω2

∂W

∂θ2
= F (I1, I2, θ1, θ2)− F̄ (I1, I2, θ1) . (54)

系统在W 定义的变换下正规化到小参数的一阶量，此时系统的拟积分 Ī2定义为：

Ī2 = I2 − ε {I2;W}+O
(
ε2
)
. (55)

当摄动函数 F 可以展开为 θ2傅里叶级数形式时，Henrard等人给出拟积分 Ī2基于式 (55)的

数值计算方法，具体细节这里不再叙述。
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Henrard等人
[46]

用以上半数值摄动方法研究了日木系的 3/1平运动共振，并研究了与

Wisdom等人摄动方法的差异。对比前面介绍的两种方法，可以看到Wisdom等人利用 3/1

共振的一个单摆近似式 (41)直接得到了拟积分 I；而在半数值方法中，首先由可积近似 H0

得到作用量 I2，进而通过正规化将 I2 修正到摄动的一阶量，即式 (55)。关于两种方法的对

比还需提到的两点是：(1)为了得到单摆近似进而求角作用量，经典摄动方法无一例外地

在平衡点处对无摄项展开并截断至平方项 (2.1.4节中由 H†
2 导出 H††

2 正是这一处理方法)，

Henrad等人指出这一做法使得截断系统的拓扑结构在远离平衡点处，特别是在分界线附近

可能严重地偏离原系统，而通过数值方法计算给定轨道的角作用量不需要做此截断；(2)式

(51)即系统无摄频率同样可以用数值方法进行计算，则进而可以得到 Ω1 与 Ω2 成整数比，

即次级共振的位置。

下面我们简单讨论以上介绍的长期摄动理论在 1/1共振中的应用。1/1共振中与式 (41)

的 H††
3 对应的是式 (39)的 H††

2 ，正如 2.1.4节中提到的那样，H††
2 的角作用量并不能简单地

写出，故应用绝热摄动理论 (即式 (45))去显式地计算拟积分十分困难；需要指出的是，若

考虑 1/1共振的局部性态，则可将 H††
2 在共振角的平衡位置处展开，此时哈密顿函数可再

次简化为谐振子或单摆，进而可应用经典的摄动理论
[47]

。另一方面，依照式 (44)沿着 1/1

共振可积近似决定的某一轨道对哈密顿函数或哈密顿正则方程进行积分平均是可行的
[22]

，

若考虑系统平衡点处的长期演化，则平均化退化为将平衡点位置直接代入原哈密顿函数，这

一做法在 1/1共振中已有许多应用
[3, 48–50]

。从角作用量的计算来看，Henrard等人的半数值

摄动方法似乎十分适合 1/1共振，然而，该方法基于经典摄动理论要求摄动函数能够展开为

1/1共振角的傅里叶级数形式，而这一要求对于振幅较大的 1/1共振是十分困难的 (见 2.1.2,

2.1.4节)，如何将 Henrard等人的半数值摄动方法应用在 1/1共振上是一个值得研究的问

题。

本节主要介绍了 1/1共振在无其他摄动力下的长期摄动理论。当存在其他摄动，例如其

他天体的引力摄动
[22, 51]

、太阳光压、Poynting-Robertson (P-R)效应等辐射效应
[52, 53]

、行

星盘的摄动或系统参数的缓慢变化时
[16, 54]

，系统 1/1共振态的稳定性、稳定范围及长期演

化是一个重要的研究方向。

2.2 Hill三体问题

2.2.1 Hill方程

记太阳、月球和地球质量分别为m0, m1, m2，则有m1/m2 ≈ 1/80 ≪ 1, µ′ = m2/(m0+

m2) ≈ 3× 10−6 ≪ 1，故月球在地球、太阳的引力作用下的轨道运动可近似为限制性三体问

题。为建立月球运动的中间轨道，Hill在限制性三体问题的框架下进一步考虑了以下近似：

(1)月球在黄道面内运动，且地球和太阳的开普勒运动为圆轨道，则系统简化为平面圆型限

制性三体问题；(2)记月球和太阳与地球的距离分别为 r 和 R1，则 r/R1 ≈ 2.5 × 10−3，故

可以 r/R1 和 µ′ 为小量对摄动函数幂级数展开，并省略所有与 r/R1 相关的项。考虑以上近

似，在原点在地球的日地会合坐标系下，使用直角坐标，系统的运动方程退化为简单的代数
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微分方程
[21]

： 
Ẍ − 2Ẏ = − µ′

R3
X + 3X

Ÿ + 2Ẋ = − µ′

R3
Y

, (56)

其中，(X, Y )是月球的地心坐标，R2 = X2 + Y 2。在经典文献中，系统 (56)被称为 Hill问

题，因式 (56)是在一定假设下从限制性问题推导而来，故一段时间以来人们普遍认为 Hill

问题是限制性问题的一个子集，然而 Hénon和 Petit
[55]

首先指出，当

m1 ≪ m0 , m2 ≪ m0 ⇔ ϵ :=
m1 +m2

m0

≪ 1 , (57)

并且 m1 与 m2 的相对距离在 (µ′)1/3 量级时，m1, m2 相对运动的微分方程恰好与经典的式

(56)有相同的形式，由此，Hill问题实际上与限制性问题具有相同的“地位”：Hill问题适

用于一个天体的质量远大于其他两者的情形 (即式 (57))，而限制性问题适用于一个天体的

质量远小于其他两者的情形，即

m1 ≪ m2 , m1 ≪ m0 . (58)

推导一般情形 (式 (57)成立时) Hill方程的主要思路是：在一个“平均”转动坐标系下，将

m1, m2 的运动解耦为 m1, m2 质心相对于 m0 的运动以及 m1, m2 的相对运动。按“平均”

转动坐标系为圆轨道或椭圆轨道之分，Hill方程也有圆型及椭圆型之分，下面给出平面椭圆

型 Hill方程的推导
[56]

。惯性系下，m1, m2 相对于中心天体 m0 的位置矢量 r1, r2 满足微分

方程： 
r̈1 = − (1 + εµ1)

r1

|r1|3
+ εµ2

(
− r2

|r2|3
+

d

|d|3

)

r̈2 = − (1 + εµ2)
r2

|r2|3
+ εµ1

(
− r1

|r1|3
− d

|d|3

) . (59)

其中通过对单位归一化，使得 G = 1, m0 = 1，并且

d = r2 − r1 , ε =
m1 +m2

m0

, µk =
mk

m1 +m2

, k = 1, 2 . (60)

引入m1, m2的质心：

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2

= µ1r1 + µ2r2 , (61)

不难得到以下关系：

r1 = R− µ2d , r2 = R+ µ1d . (62)

将式 (62)代入式 (59)，不难得到：
R̈ = (1 + ε)

(
−µ1

r1

|r1|3
− µ2

r2

|r2|3

)

d̈ =
r1

|r1|3
− r2

|r2|3
− ε

d

|d|3

. (63)
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考虑m1,m2相互距离为小量，即令

O(R) = 1 , O(d) ≪ 1 . (64)

此时，不难得到以下展开式：
|r1|−3

=
1

R3
+ 3

µ2R · d
R5

+O
(
d2
)

|r2|−3
=

1

R3
− 3

µ1R · d
R5

+O
(
d2
) . (65)

其中，R · d为矢量的点乘，将式 (62), (65)代入系统 (63)，可得
R̈ = (1 + ε)

(
− R

R3
+O

(
d2
))

d̈ = −ε d

|d|3
− d

R3
+ 3

(R · d)R
R5

+O
(
d2
) . (66)

令

d = ε1/3 r ⇒ d = ε1/3 r , (67)

将式 (67)代入系统 (66)，可得
R̈ = − R

R3
+O

(
ε2/3

)
r̈ = − r

|r|3
− r

R3
+ 3

(R · r)R
R5

+O
(
ε2/3

) . (68)

在给出进一步的推导之前，我们对式 (64)和式 (67)做简单解释：式 (64)的近似表明系统

(66)适用于描述 m1, m2 相互交会时系统的运动，并且此时系统的质心运动从完整运动方

程中解耦；由于式 (67)给出量级估计，因此系统 (68)截断至小量 d, ε的零阶时保留了最

多的项，且此时系统不再含任何参数，从物理上看，d = ε1/3 正是 Hill半径的定义，此时

m1, m2 的相互引力作用与 m0 的中心引力在同一量级，故此时运动方程截断至小参数的零

阶项时 (即系统 (68))保留了两种相互作用的零阶项。下面继续推导椭圆型 Hill方程，为简

化记号，将二维实矢量 R, r视为复变量R, r ∈ C，不难验证，矢量的点积 R · r在复数运
算下可表示为：

R · r = Re
(
R2 r

R

)
, (69)

其中，Re代表求实部。为了在随质心R一同运动的脉动会合坐标系下考虑相对运动，引入

复变量 z，

r = Rz . (70)

由式 (70)，不难推得 z 的含义为脉动会合坐标系下 m1 和 m2 的相对运动矢量的复数形式。

将式 (70)代入式 (68)的第二式，结合式 (68)的第一式及式 (69)，不难验证

d2z

dt2
+ 2

1

R

dR

dt

dz

dt
= − z

|Rz|3
+

3

R3
Re z . (71)
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式 (71)为脉动会合坐标系下的相对运动方程。由式 (68)的第一式，m1, m2质心近似作开普

勒运动，则有以下关系：

R = R exp (is) , R =
a (1− e2)

1 + e cos s
,

ds

dt
=

√
a (1− e2)

R2
. (72)

为了进一步简化系统 (71)，做以下时间尺度变换：将对时间 t的求导变换为对真近点角 s的

求导，由式 (72)不难验证以下关系：

d

dt2
= A

d

ds
+B

d2

ds2
, A = −2

e sin s

R3
, B =

a (1− e2)

R4
,

B−1A =
−2e sin s

1 + e cos s
, 2

1

R

dR

ds
=

2e sin s

1 + e cos s
+ 2i ,

1

BR3
=

1

1 + e cos s
.

(73)

将式 (73)代入式 (71)，可得：

d2z

ds2
+ 2i

dz

ds
+

1

1 + e cos s

(
z

|z|3
− 3Re z

)
= 0 . (74)

式 (74)即为椭圆型 Hill方程。令 e = 0, z = x+ iy，则系统 (74)退化为圆型 Hill方程： ẍ− 2ẏ +
(
x2 + y2

)−3/2
x− 3x = 0

ÿ + 2ẋ+
(
x2 + y2

)−3/2
y = 0

. (75)

不难发现，系统 (75)与经典的 Hill方程 (见 (56)式)有相同的形式，且不含任何参数，由于

不含任何参数，当 m1 与 m2 很小时 (例如接近或小于计算机的机器精度时)，系统 (74)或

(75)比完整的三体运动方程 (例如系统 (59))更适合数值积分
[57]

。

2.2.2 平面圆型 Hill方程的解

系统 (75)存在两个平衡点
(
3−1/3 , 0

)
，分别对应于圆型限制性三体问题中的 L1 及 L2

点；系统 (75)并不存在与 L3点对应的平衡点，原因在于推导过程中式 (64)所作的假设，以

及在推导中去掉了所有与视差项 (d/R)相关的项，因此在以上假设与近似下，m0 以及 L3

点的位置在 −∞处，自然无法出现在系统 (75)中。类似于圆型限制性三体问题，圆型 Hill

方程 (见式 (75))存在形式如下的运动积分 h：

h =
1

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
−
(
x2 + y2

)−1/2 − 3

2
x2 . (76)

系统 (75)在一定近似下可以给出分析解，下面介绍相关内容。Dermott和Murray
[58]

对圆型

限制性三体问题中的马蹄型轨道进行了系统的数值研究，他们将小天体m1 放在与m2 的初

始相位相差 180◦ 的位置上，固定 m2 的轨道半长径，在不同的初始半长径 a1 下积分 m1 的

轨道，数值积分发现当 ar , a1 − a2 接近于零时，m1 运动在几乎对称的马蹄型轨道上。下

面从Hill方程角度研究这一情形，进而从系统 (75)导出一个具有类似特征的解。从物理直观

上看，h ≈ 0意味着初始 x0 ≈ 0；m1 与 m2 的初始轨道相位差为 180◦，从在 Hill方程的近
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似式 (64)下意味着初始 y0 ≈ ∞；而一条几乎对称的马蹄型轨迹在Hill坐标 (x, y)下表现为

一条关于 x = 0对称的 U型轨迹，若 x0 > 0，则 x单调减小，而 ẏ 的符号与 x符号相反，

可以猜测 ẏ ∝ −x。由以上分析，在系统 (75)第一式中令 (x2 + y2)−3/2 = 0, ẍ = 0，则

ẏ = −3

2
x . (77)

将式 (77)代入系统 (75)的第二式，得：

ẋ = − 2

y2
. (78)

将式 (77)与式 (78)相除，分离变量后积分得到：

y =
8

3 (c2 − x2)
. (79)

式 (79)给出的正好是一条 U形轨迹，且运动积分 c即为 y ≈ ∞时的“碰撞参数”h。通过
数值积分发现

[56]

，当 c < 0.7时，式 (79)给出了原系统 (见式 (75))数值积分轨迹非常精确

的近似。

当 m1, m2 距离充分大以至于它们的相互引力可以忽略时，即 (x2 + y2)−3/2 → 0，式

(75)简化为： {
ẍ− 2ẏ − 3x = 0

ÿ + 2ẋ = 0
. (80)

系统 (80)是一个常系数齐次微分方程组，其通解为：x = C1 + C2 cos (t− t1)

y = −3

2
C1 (t− t∗)− 2C2 sin (t− t1)

, (81)

其中，C1, C2, t
∗, t1是运动积分，事实上，这些运动积分有明确的物理意义，因为系统 (80)

忽略m1, m2的相互引力，此时m1, m2作固定的开普勒运动，故式 (81)为 Hill方程的无摄

解，此时可以建立 C1, C2, t
∗, t1与m1, m2轨道根数的函数关系，相关推导可见 2.2.4节。

式 (81)对应着 t→ ∞时系统的解，由式 (81)第二式 y ∝ t，故式 (81)也可视为 y → ∞
时系统的解。一个自然的想法是：能否找到一组以 1/t或 1/y为小参数的幂级数解，使得当

t → ∞ (或 y → ∞)时，该幂级数解渐近逼近于解 (81)。Spirig和Waldvogel
[56]

以及 Hénon

和 Petit
[55]

分别给出了一族四参数渐近逼近解，以 1/t为小参数的解的形式如下
[56]

：

x =

∞∑
j=0

t−j

j∑
k=0

ajk (t) l
k , y =

∞∑
j=0

t1−j

j∑
k=0

bjk (t) l
k , l = lg

t

t0
. (82)

其中，ajk(t), bjk(t)是时间 t的三角函数多项式 (包括常数)。可以看到，式 (82)并不是常

见的幂级数解，而是包含了时间 t的对数项，这使得 t → ∞时，式 (82)实际上并没有收敛
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于 Hill方程无摄解 (即式 (81))。Hénon和 Petit
[55]

给出了以 1/y为小参数的渐近逼近解，该

解同样包含 y 的对数项。前文已经提到，Hill方程的无摄解可以看作系统的外部近似，即

当m1 与m2 的相对距离与m1, m2 质心到m0 的相对距离在同一量级时的系统运动的近似，

而当 m1 与 m2 近距离交会时，完整 Hill方程的数值积分可看作原系统运动的高精度的内

部近似，而式 (82)给出的渐近逼近解恰好是内部近似与外部近似的“桥梁”。因此，Hill方

程被用来处理一类称之为“卫星遭遇”(satellite encounter)的问题
[57]

。这一类问题的特点

是：m1 与 m2 初始距离较远，由于半长径不同而在空间中靠近，在有限的时间内处于近距

离的相互作用阶段，然后在相互引力作用下再次互相远离。以圆型 Hill方程为例，应用式

(82)研究“卫星遭遇”问题的具体方法是：式 (82)中的四个运动积分对初始状态空间参数

化，m1与m2的初始靠近阶段由式 (82)给出；当m1与m2的距离小于某个阈值时 (该阈值

取决于式 (82)的精度，进而取决于式 (82)的阶数以及设定的误差阈值)，系统的运动由完

整Hill方程数值积分给出；在相互引力作用下当 m1 与 m2 的相互距离大于给定阈值时，系

统的运动再次由渐近解给出。

2.2.3 圆型 Hill方程的正则形式

在哈密顿系统中我们看到，通过定义合适的正则变量 (即定义 1/1共振角等)，系统不同

自由度的特征时标在不同的量级，进而可以使用正规化或平均化消除系统的快变量。2.2.2

节提到，圆型 Hill方程的无摄解可以与 m1, m2 的开普勒根数建立联系，而开普勒根数可

进一步转换为 Delaunay根数等正则变量，这启发我们通过 Hill方程的无摄解引入 m1, m2

的开普勒根数，进而对m1 和m2 的相对运动定义一组合适的正则变量，若这组变量同样具

有等级式的特征 (事实上的确如此)，则可类比于哈密顿系统对 Hill方程或 Hill方程的能量

积分进行平均化消除快变量，进而研究平均化系统的动力学性质。Namouni
[4]

在工作中首先

给出了 Hill方程的正则形式，下面对这一形式作简单介绍。考虑三维情形的圆型 Hill方程，

即在系统 (75)中加入 Z 方向的运动，可得：
ẍ− 2ẏ +

(
x2 + y2 + z2

)−3/2
x− 3x = 0

ÿ + 2ẋ+
(
x2 + y2 + z2

)−3/2
y = 0

z̈ + z +
(
x2 + y2 + z2

)−3/2
z = 0

. (83)

空间圆型 Hill方程 (见系统 (83))的无摄解为：
x = C1 + C2 cos (t− t1)

y = −3

2
C1 (t− t∗)− 2C2 sin (t− t1)

z = C3 sin (t− t2)

, (84)

其中，S = {C1, C2, C3, t
∗, t1, t2}是运动积分，下面我们建立 S 与m1, m2 的开普勒根数

的函数关系。由式 (62), (67)及 (70)得：

r1 = R
(
1− µ2ε

1/3 z
)
, r2 = R

(
1 + µ1ε

1/3 z
)
, (85)
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此时 z = (x, y, z)由 Hill方程无摄解 (式 (84))给出，则

R−1r1 = 1− µ2ε
1/3 C1 − µ2ε

1/3 C2 cos (t− t1) + µ2ε
1/3 3

2
C1 (t− t∗) +

2µ2ε
1/3 C2 sin (t− t1)− µ2ε

1/3 C3 sin (t− t2) . (86)

R−1r2 有类似的表示式，这里不再列出。式 (86)中 R−1r代表 m1 在由质心运动 (即 R)所

决定的脉动会合坐标系下的运动。事实上，R−1r可视作m1 相对于“本轮”(即R)所作的

“均轮”运动 (epicyclic motion)。由于所考虑的是圆型 Hill方程，此时 R对应一个开普勒

圆轨道，记该圆轨道的轨道半长径为 a′，轨道角速度为 n′，因 m0 = 1,m1,m2 ≪ m0，有

n′ = a′−3/2；记mi的轨道半长径为 ai，则由式 (64)得：

O(aj − a′) = O(ej) = O(ij) = ε ⇒ cos ij ≈ 1 , sin ij ≈ ij , (87)

其中，j = 1, 2，ej , ij 分别为 mj 的轨道偏心率及轨道倾角。下面从开普勒根数出发推导

m1 在本轮 R下的均轮运动表达式，在一个以 n′ 为角速度的匀速转动坐标系下，考虑到式

(87)，m1的位置矢量 r̄1为：

r̄1 = Rz (n
′t) r1 =

r1 cos (f1 + ω̃1 − n′t)

r1 sin (f1 + ω̃1 − n′t)

i1r1 cos (f1 + ω1)

 , (88)

其中，f1, ω1, Ω1, ω̃1 = ω1 +Ω1分别是m1轨道的真近点角、近点角距、升交点经度和近点

角经度。考虑到 O(ej) = O(ij) = ε，对式 (88)右端进行椭圆展开并截断至 ε一阶项，得：

r̄1 = a1



(
cos (M1−n′t+ω̃1)+

1

2
e1 (cos (2M1−n′t+ω̃1)−3 cos (n′t−ω̃1))

)
(
sin (M1−n′t+ω̃1)+

1

2
e1 (sin (2M1−n′t+ω̃1)+3 sin (n′t−ω̃1))

)
i1

(
1

2
e1 (sin (2M1+ω1)−3 sinω1)+sin (M1+ω1)

)


+O (ε) . (89)

在式 (64)的假设下，我们得到 n′ (t− t†
)
− (M1 + ω̃1) = O (ε)，其中 t† 取决于空间惯性系

X 轴的选取，令 t† = 0，则式 (89)可简化为：

r̄1 =


a1 − a1e1 cos (n

′t− ω̃1)

a1 (M1 − n′t+ ω̃1) + 2a1e1 sin (n
′t− ω̃1)

i1a1 sin (n
′t−Ω1)

 . (90)

取本轮R圆轨道的轨道半长径为单位长度，则有 a′ = n′ = 1，此时，由式 (86)与式 (90)分

别给出的m1的均轮运动的差别应该为一阶小量，即R−1r1 − r̄1 = O (ε)，由此解出：µ2ε
1/3 C1 = 1− a1 , µ2ε

1/3 C2 = a1e1 , µ2ε
1/3 C3 = −i1a1

t1 = ω̃1 ,
3

2
(1− a1) t

∗ = −ω̃1 , t2 = Ω1

. (91)
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对m2有类似的关系，这里不再列出。将式 (91)代回式 (84)，即得到 Hill坐标在m1轨道根

数下的表达式，类似地可得到 m2 轨道根数表示的 Hill坐标，这里不再列出，结合 m1, m2

的表达式，不难得到：

x = µ1x+µ2x ≈ 1

ε1/3
[a2−a1+a1e1 cos (t−ω̃1)−a2e2 cos (t−ω̃2)]

y = µ1y+µ2y ≈ 1

ε1/3

[
−3

2
(a2−a1) (t−t∗)+2a2e2 sin (t−ω̃2)−2a1e1 sin (t−ω̃1)

]
z = µ1z+µ2z ≈

1

ε1/3
[i2 sin (n

′t−Ω2)−i1 sin (n′t−Ω1)]

, (92)

下面我们由m1, m2 的轨道根数定义m1, m2 相对运动的轨道根数。不难验证，由极坐标式

的正则变量 (I, θ)到直角式坐标 (p =
√
−2I sin θ, q =

√
−2I cos θ)是一个正则变换，故从

无奇点形式的 Delaunay变量 (见式 (8))可以定义如下正则变换：(
L1, λ1, G̃1, ω̃1, H̃1, Ω1

)
→ (L1, λ1, h1, k1, p1, q1) , (93)

h1 =

√
−2G̃1 sin ω̃1 ≈ e1 sin ω̃1 , k1 =

√
−2G̃1 cos ω̃1 ≈ e1 cos ω̃1 ,

p1 =

√
−2H̃1 sinΩ1 ≈ i1 sinΩ1 , q1 =

√
−2H̃1 cosΩ1 ≈ i1 cosΩ1 .

(94)

类似地，可对m2定义如上变量。由式 (94)，定义m1, m2相对运动的正则根数如下：

hr = h2 − h1 , kr = k2 − k1 , pr = p2 − p1 , qr = q2 − q1 . (95)

不难验证，使用式 (95)定义的相对运动根数，式 (92)可简化为：
x =

1

ε1/3
[ar − er cos (t− ω̃r)]

y =
1

ε1/3
[λr + 2er sin (t− ω̃r)]

z =
1

ε1/3
ir sin (t−Ωr)

, (96)

其中，ar = a2−a1, λr = λ2−λ1。式 (96)及其微分式给出了Hill坐标及速度矢量(x, y, z, ẋ,

ẏ, ż)与相对运动根数 (ar, λr, hr, kr, pr, qr)的转换关系，这一几何关系可类比于二体运动

中的位置速度与轨道根数的转换关系。由圆型 Hill方程 (见式 (83))不难推导相对运动根数

满足如下的微分方程：
ȧr = −∂Ψ

∂lr
, ḣr = − ∂Ψ

∂kr
, ṗr = − ∂Ψ

∂qr

l̇r =
1

2
nr +

∂Ψ

∂ar
, k̇r =

∂Ψ

∂hr
, q̇r =

∂Ψ

∂pr

, (97)

其中，lr = λr/2，

Ψ = −ε2/3
(
x2 + y2 + z2

)−1/2

= −
[
(ar − er cos (t− ω̃r))

2
+ (λr + 2er sin (t− ω̃r))

2
+ i2rsin

2 (t−Ωr)
]−1/2

.
(98)
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在相对运动根数下，Hill方程的运动积分变为：

Hr = ε2/3 h =
1

2

(
e2r + i2r −

3

4
a2r

)
+ Ψ . (99)

可以看到，式 (97)表现出与哈密顿系统类似的正则形式 (但需注意系统 (97)并不是一个哈

密顿系统)，故不妨称式 (97)为圆型 Hill方程的正则形式。在相对运动根数的基础上，可定

义如下的正则变换，将变量重新变为直角型坐标：

(
hr, kr

pr, qr

)
→

 Jr =
e2r
2
, ωr = ω̃r −Ωr

Kr =
e2r + i2r

2
, Ωr

 ,

dJr ∧ dωr + dKr ∧ dΩr = dhr ∧ dkr + dpr ∧ dqr .

(100)

2.2.4 Namouni的摄动理论

从 Hill坐标与相对根数的变换关系 (见式 (96))可得，系统的运动可视为自由度 (ar, λr)

的运动与一个周期摆动的复合，其中周期摆动在 xy 平面内的振幅由相对偏心率 er 决定，

周期对应于系统的平运动时标，z 方向短周期摆动的振幅由相对轨道倾角 ir 决定；因 λr

正是哈密顿系统中的 1/1共振角，故一个自然的假设是 λr 的时标远大于系统平运动 t的

时标，此时若 ar ≫ er，则系统的运动表现为 (ar, λr)决定的主导运动和短周期振动的复

合，Namouni的研究正是基于这一自由度的等级式结构。事实上，关于自由度的等级式结

构还需说明 er, ir 在 (ar, λr)的时标下变化十分缓慢 (绝热变化)。在平面圆型 Hill问题下，

Hénon和 Petit
[55]

用 Kruskal
[59]

的摄动方法证明了式 (82)的两个参数 (碰撞参数和约化偏心

率)在共轨运动的时间尺度下是绝热不变量，而碰撞参数对应 t → ∞时 ar 的值，约化偏心

率正是 er；而关于 ir 的绝热变化尚无分析上的证明，Namouni通过数值积分计算发现，对

于系统 (97)的规则运动，关于 ir 的假设是合理的。

根据以上分析，可以对 Hill方程的正则形式在一个平运动周期 (即 (0, 2π))内积分平均，

进而在平均化系统中将 (er, ir, ωr, Ωr)“冻结”，此时平均化系统退化为自由度可积系统，

其轨迹由平均化的运动积分给出：

⟨Hr⟩ = Kr −
3

8
a2r + ⟨Ψ⟩ , (101)

⟨Ψ⟩ = − 1

2πer

2π∫
0

[(
ar
er

−cosu

)2

+4

(
lr
er

+sinu

)2

+

(
2Kr

e2r
−1

)
sin2 (u+ωr)

]− 1
2

du , (102)

其中，u = t− ω̃r。因 ⟨Ψ⟩仅显含 ωr，由式 (101)可知，Kr 是平均化系统的一个运动积分。

当 lr → ∞时 (即 m1, m2 的相互距离与质心距 R在同一量级时)，⟨Ψ⟩ → 0，此时碰撞参数

a0可定义为：

a20 =
8

3
(Kr −Hr) . (103)
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由式 (101)可知，系统主导运动的轨迹满足如下方程：

a2r (lr) = a20 −
8

3er
S

(
ar
er
,
lr
er
,

(
2Kr

e2r
− 1

)
, ωr

)
,

S
(
ā, l̄, K̄, ωr

)
=

1

2π

2π∫
0

[
(ā− cosu)

2
+ 4
(
l̄ + sinu

)2
+
(
K̄ − 1

)
sin2 (u+ ωr)

]− 1
2

du .

(104)

注意到方程左端和右端均显含 ar，Namouni进而考虑 ar = 0时共振角 lr 的取值 l0，则有：

3

8
a20er = S

(
0,

l0
er
,
2Kr

e2r
, ωr

)
. (105)

因 a2r (lr) > 0，故在 ar ≈ 0时，lr 的取值必须使得

S

(
0,

lr
er
,
2Kr

e2r
, ωr

)
< S

(
0,

l0
er
,
2Kr

e2r
, ωr

)
. (106)

Namouni定义的函数 S 很好地描述了平面及空间情形下系统 m1, m2 相对运动的可能

类型，这一方法可与哈密顿系统的一自由度“冻结”相图 (见图 3)进行比较。为研究系统的

长期演化，Namouni进一步对正则形式的 Hill方程积分平均，利用平均化的摄动方程研究

了不同共振态下轨道进动的频率及长期共振等性质，其思想与哈密顿系统中的平均化方法

没有本质上差异，故不再叙述。

由式 (106)即可确定 lr的运动“趋势”，图 5给出了两组不同参数下函数 S的取值 (S关

于 l̄是偶函数，故只画出 l̄ > 0情形)。图 5a)为平面情形 ir = 0，此时按定义 K̄ = 1，l̄ = 1

是函数 S 的奇点，当 l̄0 取值在图中蓝色虚线与实线的交点时，则按以上讨论有 l̄ > l̄0 或

l̄ < −l̄0，故这一区域对应马蹄型轨道；类似地，红色曲线与实线右支的交点也对应着马蹄
型轨道，而当 l̄0 取在红色虚线与实线左支的交点处时，由以上讨论有 −l̄0 < l̄ < l̄0，则这一

区域对应着有界运动，从运动轨迹上看可类比于拟卫星轨道；黄色虚线代表碰撞参数 a0 的

较大取值，此时共振角 λr 没有进入共振，故称之为穿越轨道。图 5b)为空间情形 K̄ = 1.5，

按定义 er < ir，不同颜色的实线对应参数 ωr 的取值，可以看到，相对于图 a)，绿色虚线标

出了一种新的运动类型，当 l̄0取值为绿色虚线与黄色实线的交点处时，l̄既可能向大于 l̄0方

向运动，也可能往相反方向演化，当考虑 er, ir 的长期演化时，轨道可能从有界轨道跃迁为

马蹄型轨道 (反之亦然)，Namouni将这一种空间情形下的轨道类型称为跃迁轨道。

2.3 数值计算

对完整系统运动方程进行数值积分是研究限制性或行星三体问题最直接、也是最精确

的方法。为减小数值计算负担，基于平均化的方法，可对原系统构建一个保留长期动力学

演化的映射模型
[60, 61]

，对哈密顿系统构造映射模型的标准方法可参考 Hadjidemetriou的工

作
[62]

。将轨道数值积分与一些数值方法相结合，可对系统相空间结构作精确的探索，其中

常用的数值方法有寻找和延拓周期轨道、庞加莱截面、稳定指标计算等。类似于平衡点在平

均化系统中的重要性，周期轨道在系统全局的动力学结构中扮演着“骨架”的角色
[63]

，周

期轨道的分叉、附近的稳定及不稳定流形决定了相空间局部及全局的性质。因此，数值延
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注：a)平面情形，其中蓝色虚线处在马蹄型轨道区域，红色虚线处在马蹄型轨道或有界轨道，黄色虚线对应穿越

轨道；b) er < ir 情形，绿色虚线对应一条可能的跃迁轨道。

图 5 不同参数下 S
(
ar, l̄, K̄, ωr

)
的图像

拓周期轨道是研究系统相空间结构的常用手段
[64–68]

。庞加莱截面
[7, 57, 69]

将 N 维的相空间和

N − 2维相空间联系起来，故可直观地从低维空间的几何上“观察”系统的动力学结构。同

时，相空间不同区域的稳定性可以通过稳定性指标来确定
[8, 70–72]

，例如 Lyapunov指数
[73]

、

MEGNO指标
[74]

、本征频率的漂移 (NAFF
[75]

)等。

3 动力学简介

Brown
[76]

在 1911年指出：在平面限制性三体问题中，当质量参数 µ足够小时，系统存

在这样一族轨道，该族轨道起始于围绕点 L4 的无穷小振动 (即点 L4 的长周期轨道族)，沿

着以中心天体 m0 为圆心，半径为 1 的圆扩张，经过点 L3 处的同宿轨道后演化为马蹄型轨

道，最终终结于点 L1和点 L2。为了说明蝌蚪型轨道会经过点L3 的同宿轨道 (即沿时间正向

或负向均趋于点 L3)而演化为马蹄型轨道，Brown
[76]

首先给出了共轨运动极坐标的一阶解，

基于该解Brown发现日木系中共轨运动的轨迹可以由零速度曲线很好地近似，而零速度曲线

显示在点 L3处绕转 L4, L5的蝌蚪型轨迹演化为绕转 L3, L4, L5的马蹄型轨道，Brown进一

步计算了点 L3 附近的线性化流形，并发现 L3 附近的线性双曲流形正好对应了在 L3 附近的

蝌蚪型及马蹄型轨迹，基于该一阶近似结果，Brown猜测完整的限制性问题中有相同的结

论。

在 Brown之后，许多研究从数值和分析上证明了马蹄型轨道族的存在性
[39, 64, 65]

。然而，

Brown的关于点 L4 长周期轨道族经过点 L3 的同宿轨道演化为马蹄型轨道的猜想先后被

Deprit和 Henrard
[77, 78]

的数值结果和 Garfinkel的理论分析
[79]

否定。Henrard
[78]

通过数值计

算发现：日木系限制性三体问题的点 L3的稳定和不稳定流形并不相交，即 Brown猜测的点

L3 处的同宿轨道对于日地系并不存在。根据已有的数值结果
[77]

，Henrard猜测：日木系中
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长周期轨道通过一族周期轨道与绕转 13圈的短周期轨道 (记这条轨道为 13分叉轨道)相连，

而这条 13分叉短周期轨道又通过一族周期轨道与 14分叉短周期轨道相连，如此继续，即 k

分叉短周期轨道与 (k+1)分叉短周期轨道相连 (k > 13)。因此长周期轨道族从三角平动点开

始，依次经过 13分叉、14分叉、15分叉等短周期轨道。由于短周期轨道族最终终结于一条

绕转 L3 的周期轨道，因此长周期轨道最终终结于一条绕转无穷圈的短周期轨道 (可认为是

绕转点 L3 的一条同宿轨道，该同宿轨道渐近于一条绕转 L3 的周期轨道)。Garfinkel
[78]

通过

1 : 1共振极坐标的二阶解验证了 Henrard的猜想，由此从分析上否定了 Brown猜想。

人们在太阳系内发现的第一个马蹄型共轨系统是土星的两个卫星 Janus和 Epimetheus，

关于 Janus和 Epimetheus的观测历史可见于参考文献 [80]。根据观测数据可知，两个卫星

的质量比大约是 1 : 3至 1 : 5，Janus和 Epimetheus的半径之和大约是它们轨道半径之差

的3倍。由于相互引力作用，两个卫星避免了碰撞并分别运行在两条马蹄型轨迹上。限制性

模型并不适用于 Janus和 Epimetheus组成的共轨系统，由此，Dermott和 Murray
[58, 81]

通

过研究两个卫星轨道相互引力对半长径的摄动，构造了一个适用于行星三体问题的共轨模

型。Yoder等人
[82]

使用定义在第一主天体上的极坐标，对非限制性问题构建了一个 1/1理想

共振模型；并根据该模型指出，Janus和 Epimetheus组成的共轨系统目前十分稳定。Spirig

和Waldvogel
[56]

使用 Hill三体问题模型准确预测了 Janus和 Epimetheus的交换轨道，并对

系统的稳定性得到相似的结论。

前面提到，Hill方程可用来研究一类称之为“卫星遭遇”的问题。Hénon和 Petit
[57]

对

“卫星遭遇”问题中碰撞参数所决定的单参数轨道族进行了系统的数值研究，关于具体的计

算流程可见 2.2.2节中的相关介绍。这族单参数轨道在初始时刻对应着两个圆轨道，而碰撞

参数 h即为两个卫星的圆轨道的初始轨道半长径之差。当碰撞参数 h较小时，数值计算发

现
[57, 58]

相对运动的轨迹是一个几乎对称的马蹄型轨道 (Janus和 Epimetheus的交换轨道的

稳定性源于系统的h值很小)。同时，假设 h为小量，从 Hill方程可简单得到一个 U形轨迹

的代数方程
[56, 57]

，由该方程可简单解得两个卫星相对距离最小值与初始碰撞参数的关系
[58]

。

根据 Hill方程的雅可比积分，若两个卫星初始轨道均为圆轨道，则当它们相互作用又远离

后，两个卫星的轨道半长径之差一定大于或等于初始碰撞参数；轨道半长径之差增大对应

着卫星的相对运动的势能降低，考虑 Hill方程的雅可比积分守恒，这部分减小的能量转化

为轨道偏心率的增大，即相对运动的动能增大。换言之，由碰撞参数单参数决定的两个初

始圆轨道的相对运动可分为两种情况：(1)对称的马蹄型轨道，且相互作用后轨道偏心率

为 0；(2)相互作用后轨道半长径之差增大，且轨道偏心率不为零。事实上，情况 (1)对应

2.2.4节中提到的一个结论：当 h较小时 (记 h < h0)，相对运动的约化偏心率 er 是系统的

一个绝热不变量。当初始 h较大时 (记 h > h1)，两个卫星之间的引力始终是个小量，此时

可用摄动方法计算两个轨道在交汇前后的微小变化
[55, 83]

。当 h在上述 h0 和 h1 中间变化时

(即 h0 < h < h1)，轨道的相对运动表现出十分复杂的演化和似乎难以穷尽的细节。具体而

言，当 h在某个临界值附近时，相对于h 的微小变化，系统的轨迹却表现出不连续的“突

变”：两个卫星在相互作用后再次分开的运动方向会发生突变，而这些“突变”源于系统中

的不稳定周期轨道。具体地说，h的某个临界值对应的相对运动轨道恰好处在系统某个周期
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轨道的不稳定流形上，当 h在该临界值附近变化时，轨道会从不稳定流形的两侧渐近逼近

该周期轨道，进而从不同方向离开，这导致轨迹的运动方向发生了“突变”。系统实际的运

动比上述的物理图像更为复杂，当轨道从一个周期轨道的不稳定流形离开后，可能会再次进

入另一个周期轨道的不变流形；对于轨道族的演化而言，已有的计算表明 h在一个有限的

区间内的全部临界值似乎是不可数的零测集，且表现出复杂的自相似结构
[84]

。因为 h的临

界值对应的相对运动处在周期轨道的渐近逼近轨道上，这对应着系统的永久俘获，而由于 h

的临界值是个零测集，故永久俘获实际上几乎不会发生。

下面对共轨运动的长期演化理论做简要介绍。在椭圆型限制性三体问题下，érdi
[85, 86]

对

三角平动点附近的运动构造了一套分析解，基于该解 érdi
[87, 88]

给出了三角平动点附近运动

的轨道根数的摄动解。Morais
[22, 51]

用经典方法对摄动函数展开到二阶 (见 2.1.2节)，并沿着

1/1共振的可积近似的运动轨迹对哈密顿函数平均化，进而得到 1/1共振的长期演化方程。

截断至小参数的二阶量时，平均化运动方程可以显式地解出，该解中的频率仅依赖于一个

表征无摄 1/1共振模型中轨迹振幅的参数，而不依赖于偏心率和轨道倾角，故Morais称之

为线性长期理论。Morais进一步研究了中心天体的扁率以及第三体引力的平均化效应，并

给出了相应的摄动解，该解包含长期共振对应的小分母。应用该线性长期摄动理论，Morais

计算了土星摄动下木星 Trojan小行星以及天王星的卫星系统中长期共振的位置，并与数值

积分的结果进行了对比。可以看出，Morais的线性长期摄动理论适用于小偏心率小轨道倾

角的运动，同时平均化的有效性要求了 1/1共振的规则运动 (远离不同共振态之间的边界)，

同时 1/1共振周期要远小于长期演化的特征时标。基于小偏心率 e及轨道倾角 i的经典摄动

函数展开
[5]

，Robutel和 Pousse
[6]

对行星三体问题的共轨运动提出了一个理想共振模型，与

Yoder和Morais等人模型的主要区别在于该模型具有五个平衡点。Robutel和 Pousse进一

步研究理想共振模型中不同轨迹的长期演化方程：类似于Morais的线性长期理论，截断至

O(e2)时该方程是系数为周期函数的线性微分方程组。由于考虑小偏心率和小轨道倾角，长

期演化方程此时等价于理想共振模型不同方向上的变分方程。在平衡点处，该方程组可直

接解出，在理想共振模型的任一周期轨道上，方程组可根据 Floquet理论解出。方程组解的

频率对应着 1/1共振轨迹的长期演化频率，由此 Robutel和 Pousse计算了 1/1共振中可能

发生的次级共振的位置。特别地，在点 L4“偏心率方向”的变分方程有一个零特征根和一

个非零特征根，零特征根对应着拉格朗日周期轨道，非零特征根对应着所谓的反拉格朗日

周期轨道
[8]

，在点 L3有类似的结果。需要指出的是，这些周期轨道是定义在平均化系统中。

由 Lyapunov中心定理，点 L4 处生发了一族与零特征根的特征方向相切的周期轨道，即拉

格朗日周期轨道。但由于另一特征根为零，Lyapunov中心定理无法保证反拉格朗日轨道族

的存在性。Robutel和 Pousse进而对点 L4 附近的运动构造了高阶的 Birkhoff normal form，

并证明了从点 L4生发了一族反拉格朗日周期轨道。

上面介绍的长期演化理论仅适用于近圆近平面的共轨运动。Namouni
[4]

在研究中首先指

出：在大偏心率或高轨道倾角处存在着与熟知的 1/1共振轨迹不同的共振态，例如 2.2.4节

中介绍的跃迁 (transition)轨道等。Namouni首先在 Hill三体问题中发现了轨道因长期演化

在不同的 1/1共振态之间迁移的可能性，进而用数值积分方法研究了一些选定轨道的长期
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演化。在相图上的不同区域，Namouni确认了与轨道长期演化相关的动力学现象，例如围

绕 ωr = 0◦ 或 180◦ 的 Kozai共振，并发现这些束缚在长期共振的轨道往往对应某一类跃迁

轨道。Namouni等人
[89]

指出：可能存在着尚未发现的运行在 1/1共振跃迁轨道上的近地小

行星，这些小行星有可能被地球短暂地俘获在拟卫星轨道上
[90]

。同时，Namouni等人指出，

不同 1/1共振态之间的跃迁也为地球防御近地小行星的撞击提供了一种保护机制。通过将摄

动函数在非零偏心率和轨道倾角处展开以及数值平均，Nesvorny等人
[3]

用哈密顿系统研究

了两种情形的共轨运动：平面椭圆型限制性三体问题及空间圆型限制性三体问题，两个问

题均为三自由度。通过数值平均 (见 2.1.3节)去除哈密顿函数中的快变量，系统降为二自由

度；对平均化系统应用绝热摄动理论 (见 2.1.5节)，系统降为一自由度，对应原系统的长期

演化。通过将二自由度平均化系统中的慢变量“冻结”，Nesvorny等人给出了相空间不同区

域的 1/1共振相图，并发现了不同于平面情形的 1/1共振态 (例如图 3b))，并指出了在轨道

的长期进动下，系统在不同 1/1共振态之间迁移的可能性；一自由度系统给出的长期演化相

图给出了与 Namouni
[4]

工作中相近的动力学性质，Nesvorny等人用数值积分对长期演化相

图上的结构进行了验证，并指出在不同共振态间迁移的轨道基本是混沌的。

Barrabés和 Mikkola
[91]

计算了限制性问题中平面和空间中的对称马蹄型周期轨道：周

期轨道的迭代与延拓使用了 Gómez和Mondelo
[92]

给出的一般方法，而周期轨道的初始值由

Llibre和 Ollé
[93]

的方法给出。通过计算，Barrabés和Mikkola研究了平面马蹄型周期轨道

族的结构和演化，发现了轨道倾角 i = 17◦的稳定的周期轨道。Barrabés和 Ollé
[66]

系统地研

究了平面限制性三体问题中的马蹄型周期轨道族。马蹄型轨道在二体问题极限下 (µ→ 0)对

应着两条开普勒轨道，对称马蹄型周期轨道要求这两条开普勒轨道在转动坐标系下也为对

称周期轨道。Barrabés和 Ollé导出了这族开普勒轨道的初始条件，并称之为马蹄型轨道的

生成族。基于上述的生成族，Barrabés和 Ollé通过数值延拓得到了 µ > 0且 µ较小 (不妨

设该值为 µ = µa)的马蹄型周期轨道族，并根据生成族的结构解释了 µ = µa 时马蹄型周期

轨道族的特征。在得到 µ = µa 处 L3 点附近的周期轨道族后，一个自然的想法便是以这族

轨道为初始值，进一步将周期轨道族延拓至 µ = µa + δ，其中 δ 充分小使得迭代收敛。然

而，Barrabés和 Ollé通过计算发现 L3 点附近的不变流形非常敏感地依赖于 µ值的微小变

化，这使得简单地沿着质量参数 µ进行延拓变得困难。根据上述特点，为分析 ∀µ ∈ (0, 1/2]

系统中点 L3 附近的 HPO，Barrabés和 Ollé根据以下机制系统地研究了点 L3 的不稳定流

形的形状：当点 L3 的不稳定流形为马蹄型的同宿轨道时 (记此时 µ = µhomo)，在该同宿轨

道的邻域内可找到无穷多个马蹄型周期轨道。通过计算，Barrabés和 Ollé发现了两个极限

为零的 µhomo 的无穷序列，而对 µhomo 值附近的系统的点 L3 不变流形的计算显示：系统存

在双“周期”的马蹄型同宿轨道，即该同宿轨道在一个“周期”内绕转点 L4 和 L5 两次。

Barrabés和 Ollé根据以上机制解释了 ∀µ ∈ (0, 1/2]系统中点 L3 附近的 HPO的存在性。当

然，系统存在其他机制“生成”马蹄型周期轨道，如 Deprit和 Henrard
[94]

的计算显示，点

L3 的不稳定周期轨道的不变流形存在马蹄型同宿轨道。Barrabés和 Ollé发现：点 L3 的不

稳定流形在某些 µ值处会十分靠近点 L1 和 L2，甚至存在与第二主天体接触的碰撞流形，

这表明马蹄型轨道的演化与系统全局的动力学结构密切相关。Hou和 Liu
[95]

通过数值研究
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指出：对称 HPO可由围绕点 L3 的平面 Lyapunov周期轨道族的 m分叉轨道得到，即对称

HPO是连接这些分叉周期轨道的周期轨道族。

Hadjidemetriou 等人
[7]

指出平面行星三体问题共轨运动中存在两族对称周期轨道 (一

族稳定，一族不稳定)，这两族轨道在分析上可由点 L3 处的变分方程得到
[6]

。在稳定的周

期轨道上，两个行星的轨道偏心率初始时近似满足 m1e1 = m2e2
[6, 8]

，近点角距相差 180◦

且与中心天体共线，初始平经度也相差 180◦，这一构型对应着拟卫星轨道
[2]

。在不稳定的

周期轨道上，两个行星的轨道偏心率满足 e1 = e2，近点角距相差 0◦ (即在中心天体同一

侧) 且与中心天体共线，初始平经度也相差 180◦，这一构型对应着 Euler 的共线平动点。

Hadjidemetriou等人
[7]

用庞加莱截面计算了周期轨道族邻域内的运动。从 2/1和 3/1平运动

共振的研究中已经知道
[96, 97]

：在非保守力作用下行星系统可以沿着稳定的周期轨道族缓慢

演化。Hadjidemetriou和 Voyatzis
[98]

发现：当一个拖曳力作用在 1/1共振系统中时，系统可

沿着上述的稳定周期轨道族缓慢地由行星轨道向卫星轨道迁移，这提供了一个由行星系统

产生卫星系统的机制。

2017年，Wiegert等人
[99, 100]

证实太阳系中存在一颗与木星处于 1/1逆行共振的小行星

2015 BZ509。从会合坐标系下看，小行星 2015 BZ509的轨道形状为蚶形，数值计算表明

2015 BZ509的轨道在百万年尺度上是稳定的。对于逆行 1/1共振的研究开始于 2015 BZ509

的发现之前。Morais和 Namouni
[69]

对 1/1逆行共振建立了分析和半分析模型，并发现了几

种不同的共振态。Morais和 Namouni
[72]

通过数值计算轨道稳定性指标发现，在圆型限制性

问题下存在稳定的空间 1/1逆行共振轨道。Huang等人
[101]

研究了 1/1逆行共振中的 Kozai

共振。在空间圆型限制性问题下，Sidorenko
[102]

用哈密顿系统构造了 1/1逆行共振的长期摄

动理论。

4 总结与展望

本文回顾了限制性及行星三体问题中的共轨运动相关的模型、方法及动力学研究。第 1

章在物理直观上解释了共轨运动及 1/1平运动共振的含义，介绍了限制性及行星三体问题

中典型的共轨运动类型，并对太阳系中的自然共轨系统、太阳系外共轨系统的探测现状做

了简要介绍。第 2章主要介绍了处理共轨运动的两种常用方法：哈密顿系统以及 Hill三体

问题。哈密顿系统可以研究 1/1共振全局或局部的动力学性质，2.1.1节给出了限制性及行

星三体问题的哈密顿函数；2.1.2节介绍了适用于 1/1共振的摄动函数展开方法，并给出了

经典展开方法截断至二阶量的结果；2.1.3节介绍了哈密顿系统降低自由度的两种方法：正

规化和平均化，并给出相关算例；2.1.4节以行星三体问题为例介绍了 1/1共振的理想共振

模型 (又称为可积近似)；2.1.5节首先介绍了经典的 3/1共振长期摄动理论 (主要是Wisdom

及 Henrard等人的工作)，进而讨论了 1/1共振的长期摄动理论。Hill的三体问题是处理共

轨运动的另一有效途径，2.2.1节给出了经典的 Hill方程，并推导了适用行星三体问题的更

一般的椭圆型 Hill方程；2.2.2节给出了圆型 Hill方程的无摄解、U型轨迹分析解，并介绍
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了连接 Hill方程外部近似与内部近似的四参数的渐进逼近解；2.2.3节推导了圆型 Hill方程

的正则形式，为Hill方程的平均化做了准备；基于圆型 Hill方程的正则形式，2.2.4节介绍了

Namouni处理共轨运动的摄动方法。最后，2.3节简单介绍了基于轨道数值积分的常用的数

值方法：周期轨道延拓、庞加莱截面、稳定性指标的计算等。第 3章回顾了共轨运动相关的

动力学研究，包括蝌蚪型轨道演化的 Brown猜想，行星三体问题的 1/1理想共振模型，“卫

星遭遇”问题中的数值计算，小偏心率及轨道倾角下的共轨运动的线性长期理论，大偏心率

和大轨道倾角下新的 1/1共振态以及不同共振态之间的跃迁，限制性及行星三体问题中周期

轨道族和不变流形的计算等。

第 2章提到，哈密顿系统仍有一些技术性问题尚未解决，其中之一是摄动函数展开在靠

近碰撞奇点时的收敛性问题。Pousse等人
[2]

指出，平均化方法在拟卫星区域的有效性受到限

制的原因有两个：一是限制性三体问题中与拟卫星轨道对应的f族周期轨道
[1]

在第二主天体

附近的频率并不存在短周期与长周期之分，故平均化方法从根本上不适用；第二个原因是

技术性的，即摄动函数展开在靠近碰撞奇点处的收敛问题，而这一收敛性问题可能通过新

的展开方法得到改善。哈密顿系统的另一技术性问题是摄动函数展开受限于小偏心率及小

轨道倾角，Brumberg等人
[103]

提出了用椭圆函数描述开普勒轨道的方法，这为非零偏心率

处摄动函数展开提供了一个分析途径。2.1.4节提到，Garfinkel通过他的广义理想共振模型

对限制性问题的共轨运动得到了二阶解，用相同的方法可以尝试处理行星三体问题。Henon

和 Petit
[55]

以及 Spirig和Waldvogel
[56]

给出了平面圆型 Hill方程的一族四参数渐近逼近解，

可以考虑将该解推广至空间情形下或椭圆型 Hill方程。从数值计算方法出发，可进一步考

虑平面圆型 Hill方程下初始轨道为椭圆轨道的“卫星遭遇”问题
[55]

，以及初始轨道空间 Z

方向分量不为零的情形。在平面圆型限制性问题中，由平均化分析理论得到的运动性态 (平

衡点、周期轨道)与完整系统中数值方法得到的周期轨道族、拟周期轨道之间的联系是清楚

的
[2]

。类似地，可以考虑大偏心率或高倾角处以及非限制性问题中，周期轨道族以及拟周期

轨道与分析理论之间的联系。

附录 A 摄动函数展开：直接项与间接项

限制性三体问题及行星三体问题摄动函数间接项截断至偏心率及轨道倾角的二阶项的
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表达式分别为：

r1
r22

cosψ =
a1
a22

×

cos (λ1−λ2)+e1

[
1

2
cos (−̃g1+2λ1−λ2)−

3

2
cos (λ2−g̃1)

]
+

2e2 cos (g̃2+λ1−2λ2)+e2e1 [cos (−̃g1+g̃2+2λ1−2λ2)−3 cos (−̃g1−g̃2+2λ2)]+

e21

[
3

8
cos (2 (λ1−g̃1)+λ1−λ2)+

1

8
cos (−2 (λ1−g̃1)+λ1−λ2)−

1

2
cos (λ1−λ2)

]
+

e22

[
1

8
cos (2 (λ2−g̃2)+λ1−λ2)+

27

8
cos (−2 (λ2−g̃2)+λ1−λ2)−

1

2
cos (λ1−λ2)

]
+

s21 [cos (2h1−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]+s
2
2 [cos (2h2−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]+

s1s2c1c2 [−2 cos (h1+h2−λ1−λ2)+2 cos (h1−h2−λ1+λ2)]



,

(A.1)

r̃1 · r̃2
m0

= Gm1m2
m0√

(m0+m1) (m0+m2)

1
√
a1a2

×

cos (λ1−λ2)+

e2 cos (g̃2+λ1−2λ2)+e1 cos (−̃g1+2λ1−λ2)+e2e1 cos (−̃g1+g̃2+2λ1−2λ2)+

e21

[
9

8
cos (−2g̃1+3λ1−λ2)−

1

8
cos (−2g̃1+λ1+λ2)−

1

2
cos (λ1−λ2)

]
+

e22

[
9

8
cos (2g̃2+λ1−3λ2)−

1

8
cos (−2g̃2+λ1+λ2)−

1

2
cos (λ1−λ2)

]
+

2s1s2c1c2 [cos (h1+h2−λ1−λ2)+cos (h1−h2−λ1+λ2)]+

s21 [−cos (2h1−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]+s
2
2 [−cos (2h2−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]



, (A.2)

其中，s1 = sin
i1
2
, s2 = sin

i2
2
, c1 = cos

i1
2
, c2 = cos

i2
2
。

限制性或行星三体问题中直接项的主要部分 1/∆12 截断至偏心率及轨道倾角的二阶项

的表达式为
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1

∆
= I0+e1I1

[
a21 cos (g̃1−λ1)−

3

2
a2a1 cos (g̃1−λ2)+

1

2
a2a1 cos (g̃1−2λ1+λ2)

]
+

e2I1

[
a22 cos (λ2−g̃2)−

3

2
a1a2 cos (λ1−g̃2)+

1

2
a1a2 cos (g̃2+λ1−2λ2)

]
+

e21



I1

− 3a21
4

− 1

2
a2a1 cos (λ1−λ2)+

1

4
a21 cos (2g̃1−2λ1)+

1

8
a2a1 cos (2g̃1−λ1−λ2)+

3

8
a2a1 cos (2g̃1−3λ1+λ2)

+

I2


3a41
4

+
15

8
a22a

2
1−

3

2
a2a

3
1 cos (λ1−λ2)−

9

8
a22a

2
1 cos (2λ1−2λ2)−

9

4
a2a

3
1 cos (2g̃1−λ1−λ2)+

3

4
a2a

3
1 cos (2g̃1−3λ1+λ2)−

9

8
a22a

2
1 cos (2g̃1−2λ1)+

27

16
a22a

2
1 cos (2g̃1−2λ2)+

3

16
a22a

2
1 cos (2g̃1−4λ1+2λ2)+

3

4
a41 cos (2g̃1−2λ1)




+

e22



I1

− 3a22
4

− 1

2
a1a2 cos (λ1−λ2)+

1

4
a22 cos (2λ2−2g̃2)+

1

8
a1a2 cos (−2g̃2+λ1+λ2)+

3

8
a1a2 cos (2g̃2+λ1−3λ2)

+

I2


3a42
4

+
15

8
a21a

2
2−

3

2
a1a

3
2 cos (λ1−λ2)−

9

8
a21a

2
2 cos (2λ1−2λ2)+

3

4
a42 cos (2λ2−2g̃2)+

27

16
a21a

2
2 cos (2λ1−2g̃2)+

3

16
a21a

2
2 cos (2g̃2+2λ1−4λ2)−

9

4
a1a

3
2 cos (−2g̃2+λ1+λ2)−

9

8
a21a

2
2 cos (2λ2−2g̃2)+

3

4
a1a

3
2 cos (2g̃2+λ1−3λ2)




+

e1e2



I1

− 3

4
a1a2 cos (−̃g1−g̃2+2λ1)−

3

4
a1a2 cos (−̃g1−g̃2+2λ2)+

1

4
a1a2 cos (−̃g1+g̃2+2λ1−2λ2)+

9

4
a1a2 cos (g̃1−g̃2)

+

I2



− 9

4
a2a

3
1 cos (−̃g1−g̃2+2λ1)−

9

4
a32a1 cos (−̃g1−g̃2+2λ2)−

9

8
a22a

2
1 cos (−̃g1−g̃2+3λ1−λ2)+

21

4
a22a

2
1 cos (−̃g1−g̃2+λ1+λ2)+

27

8
a22a

2
1 cos (g̃1−g̃2+λ1−λ2)−

3

4
a22a

2
1 cos (−̃g1+g̃2+λ1−λ2)+

3

8
a22a

2
1 cos (−̃g1+g̃2+3λ1−3λ2)−

9

8
a22a

2
1 cos (g̃1+g̃2+λ1−3λ2)+

3

4
a32a1 cos (−̃g1−g̃2+2λ1)+

3

4
a2a

3
1 cos (−̃g1−g̃2+2λ2)+

3

4
a32a1 cos (−̃g1+g̃2+2λ1−2λ2)−

9

4
a2a

3
1 cos (g̃1−g̃2)+

3

4
a2a

3
1 cos (−̃g1+g̃2+2λ1−2λ2)−

9

4
a32a1 cos (g̃1−g̃2)





+

a1a2I1

{
s21 [cos (2h1−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]+s

2
2 [cos (2h2−λ1−λ2)−cos (λ1−λ2)]+

2s1s2c1c2 [cos (h1−h2−λ1+λ2)−cos (h1+h2−λ1−λ2)]

}
,

(A.3)
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其中，

In =
(
a21 + a22 − 2a1a2 cos (λ1 − λ2)

)− 2n−1
2 .
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A Review on Co-orbital Motion in Restricted and Planetary

Three-body Problem

TAN Pan1, SHEN Xin-he2, HOU Xi-yun1, LIAO Xin-hao2

(1. School of Astronomy and Space Science, Nanjing Universtity, Nanjing 210023, China; 2. Shanghai

Astronomical Observatory, Chinese Academy of Sciences, Shanghai 200030, China)

Abstract: The 1/1 mean motion resonance may be referred to as the lowest order mean

motion resonance in the restricted or planetary three-body problem. The well-known five

libration points in the circular restricted three-body problem correspond to the five equilib-

riums of the 1/1 resonance. Trapped in different 1/1 libration modes, the system moves on

different types of trajectory in space, such as the tadpole orbits and the horseshoe orbits
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in case of small orbital eccentricity and inclination. In case of moderate or large eccentric-

ity and inclination, it is known that other novel 1/1 libration modes also exist. Coorbital

bodies are not rare in the solar system, for example the Trojans asteroids and the coorbital

satellite systems of Saturn. Recently, dozens of coorbital bodies with Earth as the host have

been identified among the near-Earth asteroids. Due to the orbital precession, the planetary

graviational perturbations and other possible effects, these coorbital bodies are believed to

transit recurrently between different 1/1 libration modes before their eventual escapes. The

Hamiltonian system and the Hill’s three-body problem are two effective approaches in the

studies of coorbital motion. To apply the perturbation theory to the Hamiltonian system,

one first develops the disturbing function into an appropriate form, then uses the normal-

ization procedure or the averaging technique to eliminate the short-period terms in order to

lower the degree of freedom of the system. Then, one studies the integrable approximation

(or referred to as the ideal resonance model), based on which the theory on the secular evo-

lution may be constructed. The approach of Hamiltonian system can investigate the global

dynamics of coorbital motion with suitable expansion of the disturbing function. On the

other hand, the Hill’s three-body problem focuses mainly on relative motion of two bodies

when they are close. The Hill’s equation in the context of the circular restricted three-body

problem is well known. However, the general Hill’s three-body problem whose equation of

motion has exactly the same form can handle the non-restricted case where the mass of each

body is non-negligible. Under certain assumptions, the equation of motion of the general

Hill’s three-body problem can be written in a “canonical” form. Based on this canonical

form, the averaging technique can be used to construct a perturbation theory on the secular

evolution. Besides the two analytical approaches, the numerical methods for the study of

coorbital motion involve the continuation of periodic orbit, the surface of section and the

calculation of invariant manifold or invariant tori around the equilibrium.

Key words: three-body problem; 1/1 mean motion resonance; coorbital motion


